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E L P U N T 0 


NOCIONES PRELIMINARI!?. PLANOS DE PRO Y Ei A; ! 0N . 
REPRESENTACION DEL PUNTO. POSICIONES DEI. PUNTO 

§ 1. OBJETO DE LA GEOMETRIA DESCRITTIVA. ORICI \ 

1. — Son conocklas las dificultades con que ordinari,uocuti- *.<> 
trupieza alando se quiere rcpresenlar un cuerpo sobro una In-!,-, eie 
papel. EI dibujo obtenido, el de la figura 1, por cjemplo, da una 
idea generai del objeto representado, pero no su forma rigorosa ni 
sus medidas. EI constructor de una casa o el fabricante de una 
maquina o de una simple herramicnta necesitan, ademas de la idea 
generai del trabajo que deben ejecutar, un dibujo cuya lerture per- 
mila determinar la torma precisa, la disposición d' las partes y las 
medidas de la casa, méquina o herramicnta, de modo que seri mute 
rialmente posilile su exacta conslrucción. He ahi el obieto de la 
Geometria Descripti.ua. Ensenar cònio debe confeccionarse la re- 
presentación plana de un objeto de modo que aparezea o pnede 
deducirse su forma precisa, asi corno la distribución y diniensiones 
de sus elementos constitutivos. 



Fio. 1 1 

La Geometria Descriptiva suministra las bases teóricas dei di- 
bujo tècnico. 


















2 


D. DI PIETRO. —GEOMETRIA DESCRITTIVA 


2. — Algunas reglas emjuricas nccesarias para la represeritación 
de los cuerpos, a si corno para resolver distintos problemas pràcticos, 
eran conoddas desde la antigiiedad. La construcción de los grandes 
templos y palacios, cuyas ruinas podemos admirar todavia, exigio, 
sin duda, dibujos de plantas, fachados y perfilos, asi corno nociones 
practicas sobre corte de piedras. 

Rn la construcción del tempio de delio va, dispuesta por ^alo 
'Mon, los albaniles y los aparejadores cortaron y aparejaron la madera 
y la piedra para labrar la casa. En el libro de los Reyes , capitulo v I, 
;se lee: “F la casa citando se edificaba, la edificaban de piedras en- 
teras corno Icts traian; de tal manera qne citando la edificaban. ni 
martillos ni hachas fueron oidos eri la casa, ni ningùn ot.ro instru¬ 
mento de hierro”. Las piedras eran traidas, pues, desde las cunteras, 
perfectamente cortadas y aparejadas. 

En la epoca del Renacimiento los conocmiicnlos sobre repre¬ 
senta ción gràfica de objetos fueron notablemente aiunentados (Leo¬ 
nardo da Vinci y Piero della Francesca), sobre todo los referentes 
a perspectiva; pero recién en la Edad Moderna, Gas pah Monge 
(1746-1818) reunió, completo y coordinò las reglas conocidas, dando 
digmdad de ciencia a la Geometria Descnptiva. 

§2. PROYECCIÓN ORTOGONAL 

1. —Dado un punto P del espacio y un plano jt (fig-2), llà- 
inase proyección ortogonal del punto sobre cl plano , <:l pie Pi de la 


4P 



pèrpendicular conducida desde el punto al plano. El plano n es el 
plano de proyección ; la recta PI\ es la proyectante del punto l ■ 

2._La proyección ortogonal de una linea l sobre un plano 

jt es la linea h, forroada por las proyecciones ortogonales de todos 
sus p, m tos sobre el mismo plano s ffig. 3). El ronjunto de proyec- 




LA LINK A meri A 


tanto;; de los j>u t 1 1ode la linea cousl.ituyo una ..operisi ir; Uamnda 
superficie cilindrica proyectante de la linea. 



3. — Si eri vez de una linea cualquiera se trata de una recto r 
(fìg. 4), la superficie cilindrica proyectante se reduce a un pinne. 



proyectante. La proyoi <a<ui r : de r. adenms de sci" e! conIunto) de la- 
proyecciones de todus los puntos de r- es lanibién la intersect-ion del 
plano proyectanle y del plano de proyección. La Geometria Elemento! 
ensena {pie la in terseci. ión de dos planos es una recto, por lo quo 
podemos afirmar que la proyección ortogonali de una recto sabre un 
plano es, generalmente , urta recta. Decimos generalmente porque • ! 
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yección do P sobre jt. Cualquier otre punto. P por ejemplo. sitando 
sobre la proyeclante PP U tiene también 1 ° l corno proyección. Se com¬ 
prende entonces que el conocimiento de P i no es suficiente para vol- 
ver a determinar el punto P dei espacio. Lo ùnico que puede aiir- 
marse es que se encuentra sobre la perpcndicular c n Pi al plano %i. 
Pero si ademas de Pi conocemos también ìa longitipi P,P, loda incerti- 
duxnbre desaparece v el punto P que da perfeelamente detenmnado. 

La longitud PJ> es la cotti del punto P. 

2. — Para bacer conocer la cota de un punto la Geometria Des- 
criptiva emplea dos métodos distintosi _ _ 

1» Ademas de la proyección Pi se da también la proyeccion / 2 
del mismo punto P sobre otro plano perpcndicular al jt.i; las proyec.- 
ciones de P y P' sobre este nuevo plano ya no se confunden, entonces 
(fig. 8), y el punto P queda determinado por la intersección de las 



proyectantes correspondienles a Pi y Pj. Este metodo es el de la 
doble proyección ortogonal (*) o metodo de Monge ( )■ 

2’ Al lado de la proyección P, de P sobre el plano n se cornea la 
correspondiente cota figurada mediante un nùmero. Asi. la figuia 9 
da la proyección del punto P. distante 10 unidades lineales del p a- 
no ji. Da también la proyección del segmento de recta AB. cuyos 
extremos A y B tienen conio cotas 15 y 26 unidades, respectiva- 
mente. Este mètodo es el de las proyecciones acotadas. 

§ 4. PLANOS DE PROYECCION 

1._Eu el mètodo de la doble proyección ortogonal se ebge un 

plano horizontal , re,, y otro vertical n 3 . Puede imaginarse, por ejcm- 
plo, que el plano horizontal sea el del pi so del nula y que el vertica 


(•) Para ciertas cuestiones empìéanse a veces dos planos de proyeccion no 
<**) Gasp a.» Monge, nacido en Beaume, provincia de Borgona, e! 10 de maro 
ortogonales (proyección par a le la oblicua). 
de 1746 



LA LINEA lira A 


sea el ile ima rio las paredes. La inlersiM cióa ilo esos don planns es la 
linea tic herru\ es indicada generalmente mediante la osi rili.ua l ì' 
(fig. 10). La proyección de un punto sabre el plano hori/.unlal es la 
prnnera proyccción o proyccción horizont.nl del punto. La indicare- 



mos colorando el subindice 1 a la Intra onipleada para designar el 
punto. Asi, Pi es la proyccción horiznrital de P. La proyección sobre 
el plano veri irai es la seguitila proyccción o proyección ■ vertical de! 
punio. La indicareinos agregando el suluudico 2 a la correspondiente 
letra del punto. Asi. P 2 es la proyección vertical de P. 

l’ara indicar que un fiutilo P. por e|einplo. iiene corno proyeccio- 
nes Pi y Pii emplearemos la escrilura P - (Pi, Po). La distancia P\P 
del punto P al plano horizontaì es la cola de P: la distancia PoP al 
plano veri irai es su nlejamirnto. 

2. I ,os dus plauos de prnveci itili invilirli el e quiriti et] citai fi 1 
re pione s (diodms melos), (pie se Human, msper.livainonle, L, IL, 311* 
y IV 1 rcyióii del esplichi (*). 


(■* ■■ n fi nito- li v V 1" ili< rlTI, 
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Se conviene en que la I- región es la situada «Mante del filano 
veriical y encima del horizontal; la li 1 , delrn;; del plano vellicai y 
encima del horizontal; la 111% detràs del veriical y debajo del hon- 
zontal; la IV% delante del plano veriical y delia]o del horizontal. 

E1 observador se supone situado siempre en la I» región, temendo 
el extremo L de la linea de tierra a su izquierda y cl extremo T a su 
derecha, 

§5. REPRESENTACION DEL PUNTO 

1. — Supongamos (fig. 11) un punto P situado en la I® región. 
Sus proyecciones son Pi y P s . Las proyectantes PPj y PP 2 determinan 
un plano que es perpendicuìar al plano horizontal y al vertical; ìas 
intersecciones P 0 Pi y PoP -2 de ese plano con los de proyección son, de 
acuerdo con la Geometria Elemental , pnrpendiculares a la linea de 
tierra y perpendiculares entre si. La figura PP-P„P.. es. por lo tanto, 
un rectàngulo, y se puede escribir 



Pi P — P 0 Ps. 
p~p = plp,. 



LA t.INLA ÌÌLCTA 9 

mwii.l'r; »'M■ sego ionio'-' mollante mia iniifli.il arbitraria y estabìecido 
pari» eli.,-, ri!’ e torto sr-ntido positivo. 

.. Si (ailovirtis haremos girar el plano verlicul alroledor de L.T en 
sentirlo contrario a las agujas del roloj hnstn hacerlo roincidir con el 
horiznnl-t!. bis sngmenlns P„P- y P Po pei pernii. ulan i ami cs v. LT, 

quedaraii uno a eoutimincicm rie ctvo, y los 
puntai Pi y P-. estàran sabre una misma 
per pendìiuìar a la linea de tirerà. A està 
perpendit ular se le Ilama linea de re} ere naia. 
En la figura 12 el plano vertice! furi girarlo, 
abahdo o rebatido. en la forma indicarle, y 
so obtuvo un dibujo quo cousiilnve la repre- 
( Sentación o figura descript ina. de; [unito P 
Mas comùn- 
mente se su- 
prime el con¬ 
torno de los 
planos, y la 
repre senta- 
ción toma en- 
tonces el aspecto de la figura 13. Me¬ 
diante la figura descriptiva tenemos 
los elementos necesarios para indilo- a r 

dualizar el punto P del espacio. Basta 
imaginar la perpendicular en Pi al 

plano del dibujo y llevar sobre està recta, a partir de Pi y ondina 
de este punto, una longitud igual a P 0 Pq. 

2. — El punto objetivo P ha sido considerado en la E región, 
pero puede, naturalmente, estar en cualquiera de las otras tres. ^Cò¬ 
rno distinguiremos en la figura descriptiva estas diferentes posiciones? 
Ks lo quo veremos en el paràgrafo siguiente. 

Hi. POSICIONES DEL PUNTO 

1.—-El punto està situado en la E región (fig. 14). 

Después del abatimiento se obtiene la representación que ya cono- 
remos; la proyeccióri vertical P 2 aparece encima de LT ; la proyección 
liorizontal p, aparere debajo. El segmento P 0 P 2 da la distancia del 
punto al plano jtj; el P 0 Pj da la distancia al plano Ji 2 . 
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a) figura apocini bì Figura cWipWc 



Se ve que las dos proyeccion.es se encuentran encirna de la linea 
de tierra. 


d) figura emaciai b) figura deecripWa 






Vz ]>. Di t>IKi HO. ■ - C.EOhlFTKIA Oi'^fKilT tV.ì 

5. - - Eh las represenlaciorics con ospMìidionles a punto:-: sunados 
lHl las’regioucs II ? y IV* la col.,corion relativa de las_ pioyer.rinnes no 
es necesa riamente la indi cada cn las figura? 1.5 y 17. Tono depende 
de los vai ore s de las cotas V de los ale j amicato::, atmque ambas proyec- 
cioiies aparecen siempre a un mismo ledo de LI y sobre una misma 
perpéndicular a està. Si la cola es igual al «lejnjmento, las dos pro- 
p p yecciones se superponen. y se ohtienen cnton- 
1} ^2 ces representaciones conto las de la figura 18. 


Fio. ih 


§ 7 PUNTOS SITUADOS EN UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCION 

1. — E1 punto del espacio puede encon- _ 

trarse eu el plano horizontal; entonces él mis- i 2 
mo es su proyección horizontal. Como la cota es nula, la proyeccion 
vertical (fig. 19) se encuentra en linea de tierra. 



Fio. 19 


2._.El punto P, considera do en el caso anterior, encuón frase 

en el plano horizontal, delanlc de) vertical; podria encontrarse detras 
de cete plano. F.s lo quo se tiene en la figura 20 
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, _ i. — En fin, si el punto està eri 

L _j a i; uea de ticrra, ól mismo so cui j flui¬ 

de con sus dos proyecciones (fig. 22). 

I 1 jg. 22 

§8. PUNTOS SITUADOS EN PLANOS BISECTORES 

1. — Se sabe quo plano biscct.or de un diedro es el plano que 
pesando por la arista del diedro divide a òste en dos parfes iguales. 
Las anatro regiones determinadas por los pìanos de proyección dan 
lugar entonces a dos pìanos biscclores: uno para las regiones L y IH 4 , 
otro para las II 4 y IV ? . 

2. — Un punto cualquiera P silnado en el plano bisector del 
primer diedro (fig. 23) equidista de los dos pìanos de proyección, 

□) figura espacial b) figura d<zscri pliva 





LA LINEA RECTA 
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5 ». PLANO DE PERFIL 


l. — Los dos planos iti y Jts son suficientes, en generai, para 
esludiar las figuras del espacio. En algunos casos resulta necesario 
iveurrir a un tercer plano a 3 , perpendicular a los dos primeros. Es 


c| plano de perfil o 
tercer plano de prò- 
ye.cción (fig. 25). 

Los tres planos 
de proyección for- 
man un triedro tri- 
rectangular y se 
eortan segùn tres 
re etàs perpendicu- 
lares entre si, que 
eoncurren en el 
punto O. Para ob- 
tener la representa- 
<;ión puede abatirse 
oste tercer plano so- 
bre el plano verti- 
cal, haciéndolo gi¬ 
rar alrededor de OY, 



0 también sobre el horizontal, haciéndolo girar 


olrededor de OX. 





16 


D. DI VI UT HO. — GKOMETìUA DKSUilPUVA 


2. — Eh los dibnjos ile móqninas, nmebles. eie., m: ejenitain ima 
pvoyer.ción horizontal o pianta , ima proyección vertical o ilcvación y 
La minóri, a menudo, mia proyección do peri il o rista de perfil o sim- 
]demente perfil (fig. 26). 


S IO. l’ERKIL DE UN PUNTO 

1. — Sea mi punto P (l'ig. 27). Sus proyecciones horizontal y 
vellicai son Pi y P-j. Elevando (lesele P la pcrpendicular al plano de 
perfil se tiene la tercera proyeri ión Pj del punto. Si se abate el plano 


o) figura espatriai 


b) figura de se ri pi iva 



n s sabre el jr. 2 haciéndolo girar alrededor de 01, que constituye una 
nueva linea de tierra, la proyección P 3 describe un cuarto de rircun- 
ferencia. La figura descriptiva dace ver que el alejamiento Po Pi ha 
sido llevado a P„'P 3 perpendicularmente a OY mediante la construc- 
ción que aparece en el grafico. 

2. — La figura 28 se refiore al abatinuento del plano de perfil 
sobri; el horizontal. 

fin. CONVENTIONKS PARI KI, DIDIMO 

1,.Para que una figura descriptiva pueda ser laida cs necesario 

dilagarla de ocuerdo con ciortas ronvenciones admitidas en Geometria 
Descriptiva. Elias son: 

li Los dos planos de proyección son considerados opacos; en con- 
«ecuencia. sólo son visiblos !a.«. firniro' situarla* en la I* ragion. 




LA LINEA RECTA 


t? 


2 ? Las proyecvii(iios de los datos y las de los resultados se dibujan 


en negro mediante Ira/os rontinuos llenos (-) si se trota de 

partes visibles, o trazos muy pequenos (.), o simplemente 

puntosi si de parles invisibles. 

a) b) 


a) b) 



3* Las proyecciones de lineas auxiliares se dibujan en forma de 

pequenos trazos de igual longitud (-), o bien mediante trazos 

miilinuos muy finos (-), o también llenas de color carmin. 

4“ Las lineas auxiliares de cierta importancia, ejes de simetna, 
por ej empio, se suelen representar mediante trazos y puntos alter- 
imdos (-). 

2. — A veces se conviene en distinguir las lineas dadas visibles 
<!<> las lineas pedidas, también visibles, utilizando para ìas ultimas 
11 h/.os continuos mas gruesos que para las primeras. 

112. APLICACIONES 

1. — Dibujar la figura descriptiva de un punto de la I- región 
«•iliiado a 25 mm del plano iti y a 35 mm del Jtì (*). 


(*) Si se establece el sentirlo para las cotas y los alejamientos, no hace falta la 
mtllciición de la región del espacio. Se admite generalmente que sean positiva? las 
* «il iis coiHadas ondina de negativas las contedns debajo. En cuanto a los aleja- 
mii'iilos son considerados posilivos r.ontados delante de LT, negativos en cavi con 
limili. Asi, si un punto tiene cota negativa y alejamiento positivo, pectenece a 
In IV* i ('gioii. 
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L 


L 



25 mm 


fg 


55 mm 



Fio. 29 


TraUni doso do un punto 
de la pii meni región la pro- 
yección horizontal debo estar 
debajo de LT ; la vcrtical, en- 
cima. Tornando entonces so- 
bre la normal a la linea de 
tierra 

P 0 Pi — 35 mm, 

PaP-j. — 25 mm, 

se tiene (fig. 29) la repre- 
sentación pedida, 

2. — Leer la figura des- 
criptiva dada en la figura 30. 

Como las dos proyeccio- 
nes estan debajo de LT, el 
punto pertenece a la IV* re- 
gión. Hallase, ademas. a 10 





lOmm 1 
J 15 mm 

r ~ i 


T 


9 


F? 
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min del plano y a 15 mm 
del plano jti. 

3. — Dibujar la figura 
descriptiva de un punto del 
plano bisector del 3 er diedro, 
situado a 35 mm de los pla- 
nos de proyección. 

Por tratarse de un putì 
to del 3 <r diedro la proyec¬ 
ción horizontal està encima 
de LT, la vertical, debajo. 
La representación pedida es 
entonces la de la figura 31. 



I 



Fig. 31 
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4.— Se comprende que si las cotas y los alejamientos de ima 
figura son grandes, puede empie arse en la figura descriptiva la escala 
gràfica que resuite mas conveniente. Asi, la figura 32 corresponde a 
un punto situado a 30 cm del plano horizontal y a 20 era del vertical. 
Pertenece al 3 er diedro. 



EJERCICIOS 


1. Representar un punto del 2" diedro subiendo quo dista 10 cm del plano hori- 
zontal y 8 cm del vertical. 

K. Dar la represeutación de un punto del sentiplano vertical superior, que està 
a 3 cm del plano horizontal. 

1. Representar un punto de alejamiento — 5 cm y tota cero. 

e. Dar la representación de un punto del plano bisector del l 8r< diedro sabiendtr 
que està a lOcm de la linea de tierra. 

<i Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento 3 y cola 2,5. 

7. Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento — 2 y cota — 3. 

8. Representar un punto del plano vertical, da cota — 8 cm. 
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§ 13. REPRESENTACION DE LA RECTA 

1- —Vimos ya que una recta se proyecta sobre un plano bajo la 
forma de una recta, con la excepción indicada en la figura 3, § 2. Si 
entonces proyectamos una recta r (fig. 33) primero sobre el plano 



luiri'/ontal y dospues sobre el vert.ir.al. obtenemos do.s proyecc.iones 
r i y de la resta dada. I,.o.s planos pi oyoctanles de r son: uno, per- 
peudicular al plano Jtj, es el plano proycetani e horizontalrriciUe; otro, 
perpendicuhir al plano 712 , es el plano proyectante verticalmente. Si 
desjiues de obtener r , y r 2 abatimos e! plano n-y sobre el ji] mediante la 
conoeida rotación ajrededor de LT, se tiene sobre cl unico plano Jti 
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<>1 par de rectas r x 
y r 2 (fig. 34), que 
constituyen la re- 
] ir esenta ción de la 
recta objetiva. Las 
dos proyecciones t 
y r 2 son suficientes, 
eri generai, para de¬ 
terminar la re età 
del espacio. En efec- 
to, si imaginamos 
que el plano iw 
vuelve a su posición 
primitiva, condu- 
ciendo por r x irn 
plano perpendicular al plano n x y por r 2 un plano perpendicular 
al jij, la intersección de estos dos planos da la recta objetiva r (*). 

La recta r x es la primera proyección o proyección horizontal de la 
recta r; la recta r 2 es su segunda proyección o proyección vertical y 
se escribe 

rea (ri, r 2 ). 





Fig. 35 


2. — Como dos 
puntos determinar 
una recta, està es 
considerada cono ri¬ 
da si se dan ìas pro¬ 
yecciones A x , A 2 y 
Bi, B s de dos de 
sus puntos A y B 
(fig. 35). La pro¬ 
yección horizontal 
rj se obtiene unien- 
do mediante una 
recta Ai y B x ; la 
vertical, uniendo A s 

y B x . 


3. — A la inversa, si se conocen las proyecciones r t y r z de una 
r ecta, se determinan las proyecciones Pi y Pj de un punto P de r 
(fig. 36), temendo en cuenta que Pi y P a deben èncontrarse sobre r- t 
y r 2 . respectivamentc, y sobre una misma perpendicular a LT. 


(*) La recta r querla asi determinada y es ùnica. Se exceptùa el caso en que 
11 y r, son perpendiculares, en un mismo punto, a la linea de tierra. En este casa 
In recta se presenta, f'onornlmente, mediante un par de puntos A y B, 
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Fig. 36 


4. — Es faci! 
dimostrar que si un 
segmento es dividi¬ 
ci o por un punto cn 
una relación dada, 
también las proyec- 
cioncs del punto di 
viden en la niisrna 
relación las pro- 
yecciones del seg¬ 
mento. 

En efecto (fi¬ 
gura 37), si AB es 
eì segmento y P el 
punto que Io divide 

en la relación — » 
n 



En particular, las proyecciones del punto medio de un segmento 
dividen en dos partes iguales las proyecciones del segmento. 


§ 14. TRAZAS DE DNA RECITA 

1. Se llaman trazas de una roda los punl.os en (pie osta en 
cucii tra o atraviesa los dos planos de proyección. Asi (fig. 38), los 
puntos II y V son las trazas de la recta r. Con mas prccisión, H es 
la traza horizontal y V la traza ver ficai. 

La traza H es un punto del plano jt 3 , su proyección lxovizontal II i 
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coincide con el mismo punto II, su proyocción vertical H- t està sobre 


la linea de berrà. 



de tierra. La represen- 
*2 tación de las tra za s es 

"entonces la indicada en 
la figura 39. 



2. — La rcpresen- 
lación anterior permite 
T ballar en seguida las 
proyocciones r x y r? de 
la recta r del espacio. 
Basta unir las proyec- 
ciones homónimas, es 
decir. II x con V x y H s 
con V 2 (fig. 40). 


M. 


3. — A la inversa, 

conocidax las dos prce 
yecciones r t y r s de una 


Fig. 39 
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recta es posible determinar sus tra za s. Para e sto (lig. 41) se pro- 
longan las dos proyecciones hasta encontrar la linea de tierra. E1 
punto en que la proyección horizontal eneucntra LT da V u proyec- 
cion horizontal de la traza vertical; su proyección vertical encuéntrase 


a) b] 



FJ«. 40 


en V s sabre la pi'olongación de r 2 . EI punto en que la proyección r 2 
encuentra LT da H^, proyección vertical de la traza horizontal; la 
otra proyección encuéntrase en II\ sobre la prolongación de ri. 


Q ) b) 



n. 


Fig. 41 



LA LINEA HECTA 


25 


4. — Seguii que la roda r no atraviese la 1% la II’, la IIP o la IV’ 
u‘gioii del espacio, varia la posición de cada una de las Ira za s con 
n‘spoeto a LT. 

La figura 42 se refiere a una recta que no atraviesa la P región. 
l'Ila es completamente invisible. Su traza horizontal (//,, H») està 
rn el semi filano horizontal posteriori su traza vellicai, en el semi- 
(ilanu vorticai inferior. 

a) b) 



La figura 43 se refiere, en cambio, a una recta que no atraviesa 



Fio. 43 





26 


V. DI PIETRO.—GEOMETRIA DESCRITTIVA 


la II* región. Seguida desde la I* región se ve que encuentra ri plano 
horizontal en Hi, a una distancia del plano vellicai; penetra 

luego en la IV" región, atravesando el plano vertical en V 2 , a una dis- 
tancia V 1 V 2 del plano horizontal. Continua después en la III* región. 

En la figura 44 se considera una recta que no atraviesa la III* 
región. 


a) b) 



La claridad de la figura y su analogia con los casos anteriores 
nos exime de la necesidad de mayores explicacioncs. 

En la figura 45 seguircmos el rccomilo de una recta : r,.. r«) a 
travcs de las regiones que atraviesa utilizando solamente la figura 

descriptiva. 



Fio +5 
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Siguiéudola do derccha a izquierda se ve que la recta empieza 
en la P rogión, pues tiene lu proyocción vellicai r 2 elio ini a de LT y la 
horizontal r-, debajo. Atraviesa el plano vertical en V g (traza vert/i- 
cal a una distancia ViV-j del plano bori/onta!); penetra en la IP re- 
gión (invisible), donde las dos proyoccionos r\ y r v. ostan ericima de 
LI', volviéndose negntivos Ics alcjamientos, mientras las colas van dis 
minuyendo poco a poco basta Ilegar a Hi (ti-aza borìzontal), cuya cota 
es cero. Después de Hi penetra en la IIP región (invisible), y en- 
tonces son negativos tanto los alcjamientos corno las cotas. La IV I> 
región no es atravesada. 

§ 15. POSICIONES PARTICULARES DE LA RECTA 

1. — Sea una recta paratela al plano borìzontal, recta horizontal 
(fig. 4b). Corno todos sus puntos tienen igunl cota, la proyección ver¬ 
tical de la recta es paralela a LT. La proyección horizontal, en cam¬ 




ino, forma con LT un àngulo igual al que la recta del espacio forma 
'■in e) plano jt 2 . El punto (Pi, P 2 ) es la traza vertical. Traza ho- 

■ «/«uital no existe. 

Como caso parti- 

■ alai', si la recta lià- 
ll'i'.i' situada en el 
l'Inno in, su repre- 
"'iilnrión es la dada 
•n la figura 47. 

2. - Si la recta 
•>» |)/n<dela al plano Fig 47 

vi In al. recto frontal 

ilip Idi. los alejamientos de todos sus puntos son iguales. Su prò 
>■ n horizontal es entonces paralela a LT. In vertical forma con 
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LT un àngulo igual al quo forma la recta del espacio con el plano jtj. 
En cuanto a trazas, no hay mas que la horizontal. 



L n 


i 



r. 
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Mi r < 


Como caso par- 
ticular, si la recta 
està en el plano ver- 
tical (fig. 49), la 
proyección vertical 
es la misma recta 
y la horizontal està 
en LT. 


3. — Una recta paralela a la linea de tierra es paralela a los 
dos planos de proyección; sus proyecciones (fig. 50) son ainbas pa¬ 
ra loias a LT. 
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Una rccta parale!» a T.T no tiene traza s. Difese tainW-n quo 
l,e. tiene eri el infinito. 

4 . — Si la recta del espacio es perpendicular al plano horizontal, 
irriti vertical, ]a proyeceión horizontal (fig. ni ) se reduce a un punto 




, 111 < - ('s tnmhién li» tra za horizontal. La proyccrion vellicai es normal 
a No bay traza vertical. 

5 ._Supongamos ahora una recta perpendicular al plano verti- 

. ni rrria de punta (fig. 52}. La proyeceión vertical es un punto que 
. . i.imbibii la traza vertical. La proyeceión horizontal es perpendicu- 
I ii ,i LI, No bay traza hi.nzonlal. 



L 


i 

|v, T 


ri 


Pie 
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6._Toda recta situada en un plano de perfil 11 ama se recto de 

perfil (i'ig. 53). Sus dos proyecdones son perpendicularcs a Li'. ile 
cho el ubatimi en lo obtiénese una representación en la cuaì las dos prò- 
vecciones apareccn sobre la misma perpendicular a la linea de tierra. 


Da 



Fig. 53 


En oste caso las proyerciouos homontai y vertical no son suficienles 
para deierminnr la recta nbjetiva, pues alias convienen a teda- las 
re-las situadas en el rotismo plano de perfil. Se recurre enlonccs i< 
otros elementos; las proyvccionos de dos de sus puntos, por ejemplu. 


§ 16. RECTAS QUE SE CORTAN 


1._Scali dos ree las. a y b, que se cortan en el punto M (fig. 54). 

Las proyecciones M l y A/ 2 de M deben, naturalmente, encontrarse so- 

bre una misma per- 



pendicular a l.T 
Por etra palio, co 
mo M es un punto 
comun a las dos 
rectas, su provec 
ción M,_ debe en 
contrarse sobre a-, 
v lambién sobre bi : 
estarà entonces en 
la intersección de 
cl\ y b\. Del mi sino 
modo, Ma debe en 
contrarse en la in- 
tersección de afe y 
b 2 . En conclusióni 
si dos rectas son 
concurrentes. sus 
proyecciones h o r : 
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zonlales se rortan. lo mi sino qtte sua proyivcintirs trrtimles. v Ins 
punlos de ìntersección cstàn sabre una rnismn perpetuili ular a la 
linea de tierra. 

La parte a) de la figura 55 es la repro senta dòn de dos rectas 
que se cortan. I ai s ree la? c y d de la parte b) de la misma figura no 
se curiali, pues los puniti de ilitorsocción de las prove.- < i in,- de 
iguai nomine no cstàn sabre una mLma perpendicuiar a l i '. 

a) b) 



Fig. 53 


2.---Dos rectas concurrentes pueden tener commi una de las 
I mi veccione:?. Es lo que ocurre cuando las dos rectas esilia siiuadas 
i*ii mi mismo plano perpendiadar n uno de los planos de provai r'»'■ i> 

I a turi.'a 5'-.i se tefiere a dos rectas concurrentes que tienen la mi-m.. 
1-n‘i i o "ii’-n hnri/.oriliil. 



Fio, 56 
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5 17. RECTAS PARALELAS 


1. — Sean dos rectas paralelas AB y CD (fig. 57). Sus proyec- 
riones horizontales son oblenìdas mediante los planos proycctantes 

a) b) 



ABBjA-, y CDDjCi- Estos plano. 5, tienen AB paralela a CD por liipó 
tesis y AA, paralela a CC i por ser perpendictilares a un mismo plano. 
La Geometrìa dementai enseiia qne planos corno ABB\ A t y CDD\C \ 
son paralelos y que sus interpol none? con un tercer plano (el hori- 
zontal) son rectas paralelas. Estas inlersoci iones no son sino las pro¬ 
yecciones horizontales de las reclas dadas. 

Con un razonnmiento completameli le analogo, considerando los 
planos provoctantes AP,B»A-> v CDD-C- se demuestra que también las 
proyecciones verlicale.s soli paralelas entri' si. En consce uencia: la.- 
proyecciones de ìgual nombre de dos rectas paralelas son paralelas , y, 
reciprocamente, si las proyecciones de ìgual nombre de dos rectas son 
paralelas, las rectas son paralelas. 

2. — Resulta en- j- 

lonces que si por un p 

punto dado (Pi, P->) 
se quiere tra zar una 

paralela a la retta [_ t 

(r ; , r.. ( fi g. 58). - ------ - 

ba lani 1 1 . ity.it i por 

cada una de las prò- ' —-— 

yecciones I\ y P-> *1 

una paralela a la tj 

JM’Oyercióu di' Ìgual ——— 

nombre de la verta. Fig. r«H 
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3. - Es facil demostrar quo si dos reclas som paratala?, la razón 
<|ue cxisto ontre un segmento de la primera y un segmento de la 
M'gunda es igual a la razón que existe eri tre sus respectivas 
I iroyeccioncs homó- 


nimas. Sean AB y 
i '!) los segmenlos 
< onsiderados (ligu¬ 
la 59). Tornando 

CD' = AB [1] 
’■«' tiene también 
[2] 

v conio, por el teo- 
.a de 'l’hai es. 

cv = ud; 

CD C 1 D 1 
"".ulta de [1 j y [2] 
AB_ _ AjB L 
cb " c~b\ ' 



Fio. 59 


I lei lirismo modo se procede para los proyccciones verticales. 


V 

MI 


l 


d. —- Es necesario, a veces, reconocer si dos rectas de perfil AB 
< IK por ejemplo, son paratala.-:. Sus proyecciones son, corno sabe- 
perpendiculares a UT y, en con-ecuencia. paralelas (fig. 60). 



Si las rectas del espn- 
cio son paralelas, de¬ 
terminali un plano. 
Las rectas AB y CD, 
encontràndose en es 
te plano, deben ser 
concurrentes. Basta 
onlonces verificar si 
en la figura descrip- 
tiva la recta MN es 
perpendicular a LT. 

s 18 . APLICACIONES 

1. — Dadas las 
proyecciones de una 
recta, determinar so- 

l-re é.-t«i: a) un punto 
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de cota dada, b) un 
punto de aiejamìenlo 
dado. 

a) Sean r y y r s 
las proyecciones de la 
recta y c la cota dada 
(fig. 61). Trac emos 
una paraleìa a LT a 
una distando c. La 
intersección P s de es¬ 
tà paraleìa y de r 2 es 
la proyección vellicai 
del punto. La proyec¬ 
ción horizontal Pi se 
obtiene trazando des- 
de P 2 la normal a LT. 



Fig. 61 


T 



b) Si el punto 
bu scado debe tener 
un alejamiento da¬ 
do a, por medio de 
anàlogas construc- 
ciones (fig. 62) se 
determinali fàcil¬ 
mente las proyec¬ 
ciones Pi y P 2 . 

2. — Dadas las 
proyecciones hori¬ 
zontal y vertical de 
una recta, determi¬ 
nar su proyección 
sobre un plano de 
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El problema se restici ve buscando el perfil de dos cunlesquiera 
de sus puntofi (%. 64). El perii 1 de A es A, y el de B es B a . La 
recta A 3 19 3 es el perfil de la roda AB. 



Fin. 64 


3. Hallar el perfil de una recta de perfil. Se procede corno en 
«■I caso antenor (Hr. 64). La recta A,B, es el perfil bu.scado y el 
segmento A 3 B S da la verdadera magnitud del segmento AB del espacio. 


4...... Una recta es paralela a LT ; encontrar su distenda de LT. 

Si sin r i v r,, las prnyor.cionos de la roda (fig. 65). Su perfil es el 
jninlo fi. La disilluda bnscadn es OR. 



I 


T 
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E J E li C I C I 0 S 

Ri 

9. F.l punto .1 (A v A 2 ) es cl extra 
mo do un segmento de 35 min de 
longitud, paralelo a los dos planos 
de proycccién. Dibujar las proyec- 
demos de' segniamo. 

10. Dar las proyecciones de dos rectas coplanares. 

11. Dar las proyecciones de dos rectas alabeadas. 

12. Dar las proyecciones de la recta que posando por un punto P de alejamioiito 

2 y cola 5, es paratela al plano vertical y forma un tingalo de 30° con et 

plano horizontal. 

13. Un segmento de recta. pai alelo al plano horizontal es old a un con respeclo 
al vertical. Dar su figura dcscriptiva strinando que dista 12 nini dei plano 
horizontal. que sus extremus estan a 6 min y 20 min respectivamenle del 
plano vertical, y que su longitud es 32 nini. 

14. Determinar las trazas de las rectas n 5E ( .0 ., a 2 ) y 6= (b^, b 2 ). 




15. Dar la ropvnsentación de ima ri da que tiene un punto A cn el plano vertical. 
a un metro del horizontal. y un punto B distante 3 motrns do tuo bus planos. 




Ejekcicio io 

17. Encomiar la intorserrión do la retta 
r (/ ,. r.,) con el piarci li.rt'i ini 

del pvimer diedro. 


Estudiar a través de los distinto.? die- - 
dros la recta a ES (« ( , a^)■ 




n 





Capiti;lo III 


APLICACIONES A LAS PROYECCIONES DE SUPERE! OJES 

Y (TERPOS 


§ 19. SUPEUFICIES 

1. — I,os cucrjHJs v Jas suporficies halhmse linni.tdos pur imcas. 
Las, provucciones de los cnerpos y de las superficie;; Se deletmìnan 
enmnhàmlo las proyecciones de sus diferentes lìneas. 

1. (>:■ conncinnenlns basta negli adquiridos perniiseli hater mia 
sena de aplirnckme.s m nr.ìilas arena de superficies y tuerjio- 

2. — Suponsinmos un cuadrado situado en el piatto lioriz.ont.nl 
(fig. 66). La proyección horizontal es, en cualquiera de las dos posi- 



de ree Sa situado sobre LI. 

o 2 
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3. — Si el cuadrado està en el plano vellicai (fig.-67), la prò- 
yección vertical es el interno cuadrado; la horizonial està solini LT. 

4. — Si el cuadrado està si tua do cn un plano par aiolo al plano 
horizontal (fig. 68), la proyección horizontal cs un cuadrado igual al 
del espatrio y la vertical es un segmento de recto paratelo a T.T 



5.- - Si el cuadrado baliose en un plano paratelo al. vel licai 
(fig. 69), la proyección vertical es un cuadrado igual al datiti v lo 
horizontal es un segmento de rccta paratelo a LT. 



Di¬ 



sta. 60 






PKOYECCIQNRS DE SUPEUEICIES Y CUERPOS 


6.- La figura 70 se refiere a mi cune) rado situa do eri un r 
perpendicular al plano jt,. La proyccción horizontal es un segin ' 



de recti! ine! ina do, con respecto a LT, de un angulo igual al que foro 
el piano del cuadrado con el plano %•>; la vellicai es un reclangi 

7. — Si el plano del cuadrado es perpendicular al plano jr. 2 , s 
obtiene la representación indicada en la figura 71. 



Ini; 71 





40 


D. DI PIETRO,—GEOMETRIA DESCRITTIVA 


8. — E1 cuadrado puede estar eri un plano do perii]. Entonc 
sus proyecciones horizontal y vertica] se reducen (figs. 72 y 73) 
dos segmentos de recta perpendiculares a LT. 
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9. — Rn fin, si 
el cuadrado està en 
una posicìón cual- 
quìera, las proyec- 
ciones (fig. 74) son 
dos paralelogramos 
quo, en generai, no 
nos permiten, por 
ahora, conocer las 
verdaderas dimen- 
siones do aquél. 


d 5 


< 

-J 

C 

> 

2 

C 2 

T 

A,- 

Fig. 7\ 

i 

l \ 


Dt 

L*— - 

O 


10. — Conside- 
rernos ahora un se¬ 
nile ircu lo sii li-ilio 
en un piano paralo 
lo al plano ita y con Eq 

el diàmetro parate¬ 
lo a LT. La proyección vertical (fig. 75 a) es un semidrculo igual al 
dado; la horizontal es un segmento de retta de longitud igual al dià¬ 
metro, paratelo a LT y distante de osta de Guanto se separa del plano 


3? 



--- I, - U-. 

A,l. 2, 3, 4, 5,D ( 


(a) 
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ii,, el seniichculo dado. Si dividimus la semicircunferencia en parte» 
ir.itales. 6 por ejemplo, {A ,, /L), (li- la), (2 lf 2$), (3j, 32), (4,, 42 ), 
ri,, 5 2 ) y (/ii. Ih) -son las proyccciones de los puntos de divi sidri. 

E 11 In figura 75 b se considera el semi rimilo formando nn àn- 
"ilio d,> 45° euri el nlauu vertical. f Ionio el diàmetro se mantiene 
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siempre paratelo al plano horizontal, su prò}- ección horizontal do 
la verdadera magnitud y forma con LT un anguio de 45°; su pro- 
yección vertical es A' 2 B' 2 'paralela a LT. Para completar la proyec- 
dón vertical del semicircuio pensemos que las cotas de los puntos 
de la semicircunferencia no han variado con^respecto^al caso unte- 
rior. Si entonces se levantan las normales a UT. desde \\ 2‘], 3 L , 4j 
Pasta encontrar las horizontales que parten de los puntos 1 2 , 2^, 
3e, 42 , 5 2 , de la figura 75 a, se obtiene una semieiipse que completa 
la proyección vertical del semicircuio. 

11.—En la figura 76 a se ha considerado un exagono regular 
paratelo al plano vertical y con un lado inclinado de 20° con respecto 
al plano horizontal. 

En 76 b se ha imaginado el mismo exagono formando un an- 
gulo de 45° con respecto al plano vertical, mantoniendo siempre un 
f a do a 20° con respecto al horizontal. La construcción es anàloga 



a la indicada para el semicircuio. Se traza ante lodo el segmenta 
formando un àngulo de 45° con respecto a lo linea de tierra 
Se marcati los puntos zi,. E t . B 1; Di y se itene osi. en / A u T. 
B\. Di. C l9 la provección horizontal del exagono. 

Eri la parte 76 c se ha hecho la representación del exagono » 
60° con respecto al plano 

En la parte 76 d se tiene, en cambio, el exagono en un piatii' 
perpendicular a la linea de Me!')': 
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«20. CUERPOS «KOMKTRICOS. CASUS MAS SENC1LLOS 

j. Supongamos allora un prisma redo cuadrangular perpen- 
'lic.ular al plano horizontal (fig. 77). Las bascs son. paralclas al plano 
horizonlal y se proyectan sobre 
•’ste plano en vcrdadora mag- 
oil.ud, las proyeeciones verl.ica- 
l'-s son paraleias a UT. Las 
■o istas laterales del prisma son 
l" , rpendiculares al plano liori- 

> m tal y sus proyecdones so- 
bie oste plano quedan reduci- 
ila# a puntos; las proyecdones 

> i i 1 icales son segmentos de 
"■las porpenclieularos a UT y 
■* ni la verdadera magni turi de 
t mistas del espacio, La pro- 
lerrión H‘>D 2 ha sido trazada 
di' puntos porque la correspon- 
dii’iitc arista HI) del espacio es 
mi'Libie: para e! ob.scrrador 

La figura 77 permite co¬ 
ti.. lodos los elemeutos del 

("'•.itta; pucde hacersc enton 
1 . ri desarrollo de su super- 
1 " ir. Sobre una horizontal se 

"in los segmentos AB, BC , CD y DA iguales al lado de la base. Des 
■*' ' "da uno de los puntos oblcnidos se levantari perpendiculares de lon- 
i limi h igual a la longitud de la proyección vertical de una de las aids- 
l-iii'raies del prisma. So obtiene asi el rectangulo ABCDAEHGFE, 
i"‘ el desai rollo de la mperfide lateral del prisma dado. Agre 

gando las bases se 



Bift 
Pio. 77 



tiene ei desarrollo 
total del mismo. 

Si se gira el 
prisma anterior 
basta que dos de sus 
caras sean parale).e; 
al plano x 2 (figu 
ra 79), las proyer 
ciones verticales de 
aristas, corno Ali y 
BF, se confonder», v 
entonces la proyec¬ 
ción vertical del 
prisma es un rec¬ 
tangulo. 


Fio. 78 
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La figura 80 da las proyecciones horizontal, vertical y de perii! 
de un prisma recto de base ree tango .lar (por ejemplo. una pinza de ma 
dera de escuadria rectangular), con dos caras paralelas al plano Jto. 



Ki ; 80 





l’fiovr-rctONES ni: sui'krfiues r cvkrpos 


4; 


I .il fitruru 81 Considera, rii lambii), ima « ombinaciói; <!r ih imiih 
rcctos (banco de piccini). 
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2. — Supongamos aho- 
iii un prisma recto de base 
in logon al irregular (por 

■ idiipln, una pieza de ma- 
• ina ,i . -a ’ir.d.-ia cuadrada, 

a i ! : i 11 •■■■■■.:. fui ia buse 
nini- ci [a aio boi'i/.OUiid 
ilig. 82). Corno el prisma 
veri'Cai. :i: proyección 
lini l'/.oijiol ri,i ia verdadcra 
mngnitud de las bascs (so 
Imi- lambién de su sección 

■ il i,i.. Su provección ■ver¬ 
dini està biiniaila por las 
Iiiyn < iories de las bases, 
l'iindelas ;i TIT, y por bis 
l'imn i ioues de las ari-- 
i-tii In lei , de pei jieudicula- 

... a tir. 
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2. - I.;i figura 83 da la representaeión, en dos posiciones. de 
i ma n i in Inangular situado perpendicubirnieiite al plano .a-. 
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(a) (b) 

Fig. 83 


4. — Tratese allora de un prisma recto rectangular inclinado con 
respecto al plano itt y paralelo al plano ny (fig- 84). Las caras para- 
lelas al plano vortical se proyectan sobre éste eri tannino reai. Las 


tt a e 2 



Ai 


Ftr, 84 
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ot.ras ai ras, porpendiculares a las prime ras. finn obi in in* con rosporio 
al plano jti, pero dan aqui su anello verdadeiu. 

5. — La representación de un cilindro recto perpcndienlar al 
plano 3ti es analoga a la del prisma. Si suponemos (fig. 85) que el 
cilindro descansa sobre el plano horizontal, las bases se proyectao 
horizontalmente eri un circulo que da su \ * idadera muvnitud: ver¬ 
ticalmente se proyeclan segua do* segmento* de recta.s igunlcs al 
diàmetro, ostando sobre Lì la correspondiente a la base inferior y 
fiaralelamente a Lì', e, una disUmcia igual a la altura del cilindro, 
la correspon diente a la base superbir. 



De las generatrices. porpendiculares todas ellas al plano rr,. se 
priiyectan unicamente las dos que corresponden al diàmetro AB para 
Irla a LT. La proyección vertical del cilindro queda, pues, redui ida 
m un rectàngulo. 

Conocidas las proyecciones es fàcil dibujar el desarrollo de la 
'aiperfirie del cilindro. La superficie lateral da un rectàngulo de base 
m/ igual a la longitud de la circunferencia de la base del cilindro y 
de altura h igual a la altura del mismo. Para el desarrollo tolal se 
aiO'cgan las bases. 

6. — Sea una piràmide recta con la base en el plano horizontal. 
■ nmginemos que la base sea un exàgono regular. Como la base està en 
« I plano horizontal, ella misma es su proyección horizontal (fig 86). 
Lir. errilo* laterale* son segmentos que unen la cuspide de la piràmide 
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con cada uno de los vérlices de la base. La proyección V\ de la cus¬ 
pide estarà en cl centro del exàgorro, la vertical V 2 estarà a una dis- 
tancia h de la linea de tierra, igual a la altura de la piràmide, Uniendo 
entonces Vi con A 1} B 1} Cj, . . se tienen las proyecciones horizontales 




de las aristas laterales, las proyecciones vertioules se obtendràn unien¬ 
do V 2 con Az, B», Ci, . . . Una cara de In piràmide, la AVB del 
espacio, por ejemplo. tundra conio proycct imios .,-1|l i/i| (liorizontal, 1 
y AìVìBì (vertical), 

E1 desarrollo se obtiene fàcilmente notando quo la superficie lute¬ 
rai està formada por tantos triàngulos isósccles conio lados tiene la 
base. Cada uno de estos triàngulos tiene conio l>;r-c un Indo de la 
base de la piràmide, corno lados dos aristas laterales. De estas aris¬ 
tas bay dos, AV y DV del espacio, que son parnleln.s al plano verticali 
se provoctan, pnes, verticalmente en su verdadera rnagnitud l. Es 
posible entonces construir el desarrollo de la superficie lateral de la 
piràmide. Agregando la base se tiene el desarrollo total. 

7.— La figura 87 se refiere a una piràmide recto ctiadrangular 
con la base en el plano .a ; . La rupi escntación 87 a, en la que se ha 
supuesto un lado de la base paralelo a ET, no olrece rringuna difi 
cultad después de lo establecido en el numero auterior. 

En la parte 87 b el lado DA de la base forma un àngulo de 65° 
con LT. Notemos que ni en 87 a ni en 87 b se tiene el tamano reai 
de ninguna arista. 
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Verticalmente se proyecta sobre UT. Eslablecidà la cuspide 
(Vi, V-i) de acuerdo con los datos suministrados, unensc ambos puntos 
con las correspondientes proyecciones de los vértices de la base y se 
tiene la representación de la piràmide. Como las aristas laterales no* 
aparecen en verdadera magnitud, no podemns, por ahora, efortuar e), 
desarrollo de la piràmide. 

9. — Sea un 
tronco, a bases pa¬ 
ratela s, de una pirà¬ 
mide rccta cuadran- 
gular, descansando 
sobre el plano hori- 
zontal (fig. 89). 

Para dar su repre¬ 
sentación dibuja- 
mos primero las 
proyecciones de la 
piràmide entera (fi¬ 
gura 90). La base 
superior se proyecta 
verticalmente segi'm 
un segmento de ree 
la, l i!,, F-,(U pa¬ 
ra 1 e 1 o a UT y a 
una distancia de 
ésta igual a la altu¬ 
ra del tronco. Resultan asi limitadas las proyecciones verticales de las 
aristas laterale.? del tronco. Para limitar las proyecciones horizontales 
basta baiar desde TU, y F,G, perpendiculares a UT basta encon 
trar las correspondientes aristas en Fi, Fi, G , y IT.. Il cuadrade 
Erl'rGJIi es la proyección horizontal, en verdadera magnitud, de la 
base superior. El desarrollo del tronco es posible no obstante no ti po 
recer ninguna arista lateral en tamano reai. En efecto, la altura VS 
del triàngulo isósceles BVC (fig. 90) es parale]a al plano aparece 
pues. en V 2 S 2 (que coincide con V S C 2 y V 2 B 2 ) en verdadera mag 
nitud. El coitoci mieti lo de la base y de la altura permite colisiruir 
un triàngulo isósceles; es posible entonces dibujar el desarrollo de fi 
piràmide entera y del tronco considerado. 

10. — La representación de un cono recto es anàloga a la de la 
piràmide. La figura 91 se refiere a un cono circular con la base 
sobre el plano horizontal. La proyección horizontal de la base es e» 
tonces ella misma, la proyección vertical es el segmento de re da 
~À 2 B 2 sobre UT-, A 2 B 2 es también la proyección vertical del diàmetro 
~AB de la base, paratelo a UT. La cùspide se proyecta en V, y Vi 
Uniendo V 2 con A 2 y B 2 se tienen las proyecciones verticales de bis 
genera trices paralelas al plano iti FI triàngulo isósceles A,V es In 
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Fi d esarrollo del cono no ofreco dificullad. Tornado lui punto V 
corno centro se traza con radio / un arco de circunierencia. Si sobrc 

este arco se torna una longitud AA' -- rt d, el soci or circular Al A sera 
el desarrollo de la superficie lateral del cono. Abrogando la base se 
tiene el desarrollo total. 

11. — Recordando lo establecido para la piramide oblicua^ no es 
dificil comprender la representación do un cono obliato (fig. 92). Fu 
proyección horizontal las generatric.es extremas son las tangentes 
VìPi y V-iDi a la base. En proyección vertical las generatrices 



Fig. 92 


ex t reti las 
diametro 
hacer el 


son T 7»A» y Vili», correspondientes a los pmilos A y B 
paralelo a LT. Por allora no estamos en condiciones 
desarrollo del cono considerado. 


de 


12 . — 

sobrc el pi 
desarrollo 


De un tronco de cono recto, a basos paralelas, desconsaiulo 
ano bori/.onlal. es fàcil dar la representación. asi Conio el 
de la superficie (fig. 93). 


13. — Dando termino a està representación de superficies y cuer- 
pos nos referiremos a la eslera. Sus proyeccionrs son siemj>re cii<ube 
de diametro jgual al de la esfera (fig. 94). Si se corta la estera me 
diante un plano boriz-mlal. m> ibi iene un rimilo Uamado parale!*. 
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Ei paratelo mas grande es el ec.uador. Su? ptoyocci 
/.ontales son circulos concéntricos. 




AA \c. 
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§ 21. APLICACIONES 

1- — Rep t esentación de 
una escuadra sencilla (figu¬ 
ra 95). 


2 . — Repre senta ción de una ensambladura a «spiga. 



rì:Oi i:ccìOM:ò di-: si i’i.i-iì'icn.s i u kupos 
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3. .ìlrpiesfinlatióll do un ii:e/o do albumi 



EJERCICTOS 

IH Dibujar la repiesci 1 luióu de un pentàgono regulnr paratelo al pia;. 

tifai, con un lado de la base a 15° con respecto al plano horizontal. Conti le ar 
el mistno pentàgono a 30° con respecto al plano vertical. 

lo Dilwjar la rupi escuti,, ión do un cubo dese ansando sobre el plano jtj y <•< r; di.; 
ile :u;i onras laternlei hario.'ido un ùngule de 45° con respecto al plano tu. 

I bi : t. 1 • I.n ■ 1 pò 1:1 cH cub 1 . 

'.'(i Dar tu roprcsontdción de un prisma recto de bases cuadradas paralelas al 
plano .x,; la posturior a una distancia d 15 min de Jt 2 . Una de las cfinis 
laterale , delie formar un (iugulo u— 00° con jtj. Dar también Su peifil. 

’l Dar la n presenta! ioti de un tronco de piràmide regular cuyus bases per» 
i uucirndns de 6(1 miri y 35 mm, respectivamente, y cuya altura rnide l.'i : ; ■ 
l i. tionco .1 escutisi» sobre el plano n i con dos lados de la base paralclos a 1,'f 

Secando los dafos del naturai, dibujar las proyecciones horizontal, vertical 
y de peifil (acotadus) de un hierro àngulo. 

"I blum do un fonipùs de espesor. 

‘- 1 1 Illuni de un eutbudo. i 

:>> Idem de un grumi] de carpmlero. 

• li Idi in de inni Ibive inglese. 

VI Idem de una brida. 
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22. REPRESENTACION DEL PLANO. 
PLANO 


RECTA Y PUNTO DE UN 


1 . — Se sabe que un plano 

A2 


c 

< 

L ' 

2 

E 

PO 

—l 

Fi 

> 

G. 98 

> 

i 

2* 


A, 


Otros planos son 
representados me¬ 
diante las rectas con- 
currentes (ai, «2), 

(b u b 2 ) (fig. 99), o 
mediante las rectas 
paralelas (a ± , 03), 
(Ci, c 2 (fig. 100), o 
mediante la recta 
(ai, a 2 ) y el punto 
(A u AJ (fig. 101). 

2. — "Represen- 
tado el plano median¬ 
te cualquiera de los 
procedi mientos indi- 
cados. resulta necesa- 


queda determina do por tres puntos no 
colineales, 0 por dos 
rectas concurrentes, 
o por dos rectas para¬ 
lelas, o por una recta 
y un punto exterior 
a ella. La represen- 
tación de un plano 
se compondra, enton- 
ces, de la represen- 
tnción de los elemen- 
tos elegidos para de- 
terminarlo. Asi, por 
e j e tu pio, (Ai, A 2 ), 
(B 1, fl 3 ), (Ci, C s ) 
( fipc- 08), constituyen 
In representación del 
plano quo pasa por 
los punlos A, B, C 
del esperio. 




a 2 1 


L 




T 


q< _. 
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rio, a menu do. ha rei* 
la representacióri de 
ima recta de esc pla¬ 
no. En la figura 102 
r considerò el pla¬ 
no determinadu por 
hr. rectas (<7j, e/»), 
il’i, b- 2 1 . Queremos 
l'ijar una recta arbi- 

I ni ria r del plano. 

'IVacemos arbitraria¬ 
mente la proyección 

I I de r. Ella encuen- 
ira a x y bi en los 
pnnlos P i y Qi, rcs- 
jioctiv amen te. Pa ra 
< 11 io las rectas a y r 
ermi coplanares es 
i ir rosario (capit. II, 

'i Ili) que los puntos 
iIr intersección de 

sus proyecciones ho- 
mónimas estén sobre 
la inisma perpendi- 
cular a la linea de 
tierra. La proyección 
7 - 2 de r pasarà enton- 
ces por P 2 * Analoga¬ 
mente, para que las 
rectas b y r sean co¬ 
planares la proyec¬ 
ción r B debe pasar por 
Qo, punto en que la 
linea de refcrencia 
U'aitaSft por Q, Cai- 
cuentnt zigt'-'Ù pino la 
recta r flebo- $er co 
planar con a y b, es 
forzoso entonc.es que 
su proyección vert.i- 
Fig. 101 cal r-i pase por P 2 

y Qj. 

— En la figura 103 el plano considerado es dado por tres de sus 
piinlns A. B, C. Unidos, resultaron tres rectas del plano. Se desea una 
in la del plano paralela a BC. Determinado entonces un punto cuaì- 
• jiuom (Pi, P a ) de A\Ci se trazan por Pi la paralela r t a la recta Z?iCi 
i ime P., la paralela r 2 a La recta r----- : r ,, r._,i es la recta pedida 
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§2?,. RECTAS NOTARLE» DEL PLANO 

1 . - Las reclns del piano paralelas a uno de lo-, plano* de ]>ro}’er¬ 
oi ón son llaraadas ree tu s notublcs de] plano. 

En parti culai-, 
las que son paralelas 
al plano horr/.onla] 
son las horizuntales 
del plano, y las que 
son paralelas al ver- 
tical son las frontal.es 
del plano. 

2. — La figura 

104 da la represeiitn- 
ción de varìas bori- 
zontales del plano 
delenninado por los 
pimlos A, B, C. Las 
proyecciones vertica- 
les (cap. IL § 15) son 
paralelas a LT. Las 
horizuntales resulian 
trazando lineo'. eie 
refcrencia por punto', tati- conio y /Vj uiuendo despues las 

ton-espondienlf-s pn>\cc cium > hun/.onbdos Ah y 

i .as proveccione.-. 
li ...ri/onlales- de las 
rcrtas horizontales do 
un plano son parale 
la-., por sor intersec. 
cìoties con el plano 
U], de planos proyec 
tante-'. pnraMoA 

T 3.—-La figura 

105, (-li cambio, da 
la ropresentación de 
uria serie de frontales 
del ini.smo plano an te¬ 
ner. Las prue rcoiw 
li. ir i•/on fale 11 ap II 
g 15) son paralelas a 
LT; las ver lì calos, pa 
ra !olas entro si. son, on 
generai, oblicuas con 
Fi.; 103 -("licito a TT 





ET, PLANO 


ti 24. RECTA DE MA¬ 
XIMA PENDIENTE 
HE UN PLANO 

1. — Sca AB una 
i e et a iiiciinada con 
ii'spcctn al plano lio- 
iT/.onlaì (fig. 106) y 
M-n AC su proyección 
■.olire este plano. Des¬ 
ilo un punto cual- 
< filiera, B, por ejeni- 
plo, de AB. bajemos 
In perpendicular a la 
proyección AC y cs- 
■ i iliamos la razón 




■/-- d 2 





Fig. IO ) 


iniro el segmento CB 
| ' ola del punto B con 
M'.porlo al plano rr) 


' io 105 




y el segmento AC 
(distancia horizonnd 
entre ìos puntos A 
y B). 

Està razón, que, 
por conocida propie- 
dad de Ios triangnlos 
setnejantes, no vana 
y al variar sobre la ree 
—- la AB la posición del 
punto B , recibe el 
nombre de pendienh- 


% . 04 

É>. di 
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!■ Ili retta AB coti 
' • pei lo al plano hd- 
.. 3i y se cscribe 


n 
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Eh Tri"onorne 

triti obici razóti reci- 
be el nombre de tan¬ 
gente del angulo a. 

2. — Con side re¬ 
mo? ahora mi plano u 
oblicuo con respecto 
al plano n (fig. 107). 
Imaginemos una es- 
ferita metàlica en un 
punto cualquiera, P, 
por ej empio, de a. 
Bajo la acción de la 
gravedad la esferita 
di'sieliderà basta Ro¬ 
gar al plano ji y, por 
mas que se repita la experiencia, el camino seguirlo es siempre el 
mismo. Este camino, la recta PM de la figura, es el que mas se acerca 
a la vertical PPi. Recibe el nombre de recta de maxima pendien le del 
plano a, y ella es, en efecto, la que forma un angulo mas pequena 
con la vertical y, en conser-uencia, un angulo mas grande con el piami 
horizontal. 

La recta de màxima pendiente constituye olra recto notnble del 
plano. 




La Geometrìa 
Klemental enseiìn 
que la recta de maxi- 
ma pendiente de un 
plano es perpendicu 
lar a la intersección 
m del plano dado y 
di'l plano horizontal 
Enseiia, ademàs, qm 
la proyección P\M 
de la recta de maxi 
ma pendiente es tam 
bién perpendicular a 
la intersección ai de 
los planos a y n. 

Resulta entoncos 
que la recta de ma 
xima pendiente PM 
es perpendicular a lo¬ 
da horizontal del pla¬ 
no a y que la proyec 
don horizontal PjM 
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de PM es perpendicuiar a la proyección horizonlal « 1} por cjemplo, 
de una horizonlal arbitraria a de a. 

3. — Dado el plano delerminado por las rectas AB, BC (fig. 108), 
es fàcil ballar las proyecciones de una de. sus reclas de maxima pen- 
d ionie. La (pie pasa por lì, por ejompln. 

Se Iraza una horizonlal cualquicra (AiCi, d/,)) del plano. La 
perpendicalar B,U } a la ree la /l,Ci es la proyeeciórj horizonlal de la 
retta de màxima pendiente. Mediante lineas de reforencia se deter¬ 
mina entonces la proyección vertiral B->D'>. 

fi 25. PUNTO DE UN PEANO 

1. — Para qtie un punto pertenezen a un plano basta que porte- 
nezea a una cecia del 
plano. Sea K\, enlon- 
i es, la proyección ho 
i i/.ontal de un punto 
del plano (AiBiC u 
AJhC*) (fig. 109). 

Si DE es una re et a 
• lei plano que contie¬ 
ne (d punto K,, pue 
de Ira zar se por K i la 
pioyeccìón DJii de 
In retta. 

Su proyección 
militai sera D-,E< j. 

I mi za da por K i la 
perpendicuiar a LT 
" nlilii'ne sol ire D?E-± 

I i nlra proyección K- 

did punto. fjg. 109 

3. — Eri la ligu 
> i I IO se ha determi- 
"‘idn un punto fili 
SI plano forma do 
|.los rectas para¬ 

li I e, (A 1 Bi, AS-i) y 

II i Di, C-JJA . La ronstrucaón es anàloga a la del numero ante rior. 

■i » TKAZAS DE UN PEANO 

L-—Muy a inenudo suele representarse el plano recurriondo a 
dm leclas espcc.iaìes del mismo. Veamos cuàles soli e.stas reclas. Su- 
p'iupiuiios que el plano % (fig. 111) sea algo tangible. una hoja de 
i "pi I por ejemplo. Acercandolo basta enconlrar simultàneamente, o 
. di--.pi ics de otm, los planos de proyeteum. e- los seràn inlet -ecados 
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presenladón del plano mediante su.? trazas no t: 
de la rcpresentarión del plano mediante dos do 


por la hoja de pape! 
Las dos interseccio- 
nes ai y oc se llaman 
trazas del plano a 
En particular, a! es 
la tram horizontal y 
«a es la tram vertical, 
E1 plano a no podr<i 
ya cortar en nìnguna 
otra forma los pia 
nos de proyección; 
xpvoda, cn consecuen- 
ria, perfectamente 
delerrainado si se co 
nnccn sus trazas «i y 
uu. Es por esto qui- 
<m svi ropresentacióu 
se jmode hacer figu¬ 
rar solamente esos 
dato? y se dice, evi 
toncos, plano (ai, re.) 
poro nombrar el pia 
no <x del espacio. 

Se ve que la re 
sino un raso partici lini 
u- rectas concurrentes 


figura espacial 


represe n ha don 
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"V POSICIONFS PARTICULARES DE UN PLANO DADO POR SIJS 
TRAZAS 

1. Los planos, anno las reclns, puedcn ompar infinitas posi 
■ miios con respoclo a los planos de proyocción y su posicióri deduce 
I n 1 1niciilo de ias posjcioncs de las Ira/as con rospeelo a la linea de 

In i io 


figura eepacial represenf-acion 



Seti lui plano perpendicolar ai piano horizontal (fig. 1 12) 

I a traza vertical a- cs perpendicolar a LT. Eri efecto, % y a sor». 
• I">•, pt'rpevtdiculares a La intcrsecrión de los dos primeros sera 
■ illuni os porpendicu- 


I " ai plano sii y 
l'iitilin'ii a toda recta 

■ i ' " conio LT, pasa 
i"'i mi pie cn cl pia¬ 
mi l o otra traza ai 
ini ino con LT un an¬ 
imili F> igual al que 
l"i ino con it 2 el pia¬ 
mi dado a. 

-I. - Es f a ci 1 

■ "lupiender que toda 
iijMiin silnada en un 
I 'I a in • a pcrpendicu- 
•■ii al plano horizon- 
*aI l inni* su proyec- 
■lón horizontal sobre 
I« li ir/.a horizontal 
'lai plano dado « (fi¬ 
lmi a II!). 



Fio. 1 IH 
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4. Iinnginemos un plano poipendù ular al plano vertical (fi 
gura 1X4). Con ini razouainiento anàlogo al del mimerò 2 prude 
demostrarse que lodo plano perpendicular al plano vel licai tiene la 
traza liorizontal perpcndìculnr a LT; In Iraza vcrliral forma con 




I 




Qi| 



Ino. 115 


un (iugulo igunl al 
qne forma el plano 
dado con el pinna 
liorizontal. 

Los planos per 
pendicularcs al pla¬ 
no ver ficai, suelen 
llamarse planos tir 
I canto, 'l'oda figura 
situa da en un plano 
perpcndìculnr al pla¬ 
no vertical tiene su 
proyección vertical 
sobre la traza verti¬ 
cal del plano (figu 
ra 115). 

5. — La figura 
11 fi se refiere a un 
plano de porfil. Las 
dos traza s son per 
pendicularcs a UT. 


(>. - Si el plano dado ix es paruldu a) plano liorizontal (fig. 117), 
la traza vertical es parale!a a Li (inlersecciones de dos planos para 
lelos con un lercero). 

No ('\isle Ir:!za liorizontal (a dù.t.nria finita). 

Toda figura -di nuda en un plano hori/ooti! co pio verta horizon 
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a 


talmente en verdadera magnitud; la proyección vertìcal (fig. 118) 
asta sobro la tr a za vertìcal del plano. 



7. ~ . TTn plano 
paralelu al plano vcr- 
lical tiene, en cani- 
l)io, la tra za horizon- 
tal paratela a LT. 
No tiene traza verti- 
cnl (a distenda lini- 
la) (fig. ! 19;. 

Toda figura si- 
tuada en un plano 
pnraleto al plano ver- 
tical se? proyectn ver- 
licalrnenlo «mi verda- 
dera magni tud. La 
proyección horizon- 
tnl està sobre la traza 
horizontal del plano 
(fig. 120). 



A, b, 


Fig. 118 
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A, 

de sus puntos 


8 . — La figura 
121 se refiere a un 
plano paralelo a la 
linea de tierra. Las 
clos trazas son para- 
lelns a LT. 

9. — Como ùlti¬ 
ma posición conside¬ 
rami js un plano quo 
|>asa por la linea de 
tierra (fig. 122). Las 
dos trazas coinciden 
con LT. 

Para individua- 
lizar el plano basta 
dar las proyecciones 
no situado, naturalmente, sobre LT. 


A2 1 

H 

p 

■Ba 

T 

Fio. 120 
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O 


B, 
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§28. RECTAS CONTENIDAS EN UN PLANO DADO POR SUS TRAZAS 

1.-—Si en un plano arbitrario as- (u,, a 2 ) (fig. 123) dibujamos 
una recta r, cualquiera sea la posición de està sus tra/as se encuentran 
siempre sobre las tra za s correspondientes del plano. 

En cfecto, cada traza de la recta pertencco al mismo tiempo al 
plano a y a uno de los planos de proyeC'"i<>Ji; delie eiiconlrar.se entonces 
en la intersección de ambos. que. corno saboti m:-., no es sino una de 
las trazas del plano a. , 



Fio. 122 


2..Es lari!, alnra. resolver «1 problema siquienle: ( tur.. id.,s las 

irazas t (tj, .(■: i de un [«lane» (fig. 124), y una de las pruyot < u / ( . 
por ej empio, de una mela del plano, encontrar la otra prov i. ami /■.. 

Sabemos ya que la traza verlical de la recta es un punto de la 
traza verlical del plano. Si, entonces, prolongamos r, hasta B , y desde 
ii(fui elevnnms una pcrpendicular a LT, se obtiene Ih, proyección ver 



Fio 123 
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s tical de la traza ver- 

Qn,/ tieni de la recta bus- 

/ cada. La traza hon- 

zontal deb e encon- 
J2T trarse sobre ai. Sus 

/ \r 2 proyecciones seran 

i / N. A -r entonces A t y A,. 

_ l _ > Cf_L Uniendo ,4 2 con B x 

se obtient la proyec- 
\. ' ción vertical de la 

\ \ r 1 3. —- E s faci] 

\ \ también resolver 

\ este otro problema: 

'•M \ \ Hacer pasar un plano 

\\ por una recta dada. 

*'4 Se sabe que por 

una recta puede pa- 
p IG _ 124 " 1 ' sar un numero infi¬ 

nito de planos. Para 

dar uno cualquieia de éslos recordemos que, seguii 1 de cstc para¬ 
grafo, si un plano contiene una recta. sus trazas pasarx por las trazas 
de la recta. Entonces, si unimos un punto cualquiera, O, de LT 
tfig. 125), con las trazas de la recta se obtienen las trazas del 
plano buscado. 


Fio. 124 


4.—■ Entre los infinitos planos que pasan poi una recta dada 
conviene elegir, a menudo, el que la proyecta horizontal o vertical 
mente (1 de § 13). 


El plano proyeclan- 
te horizontalmeute es 
un plano norma! al 
plano horizontal; su 
traza horizontal coin 
cide (3 de §27) con 
la proyección hori 
zontal de la recta; su 
traza vertical es pei 
pendicular a LT (fi- 
:gura 126 a). 

En forma anàlo¬ 
ga se ha obtenido en 
figura 126 b el pla¬ 
no que pasando por 
la recta dada la prò 
yecta sobre el plano 
vertical. 
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§29. RECTAS NOTABLES RE UN ULANO DADO POH SU? TUAZAS 


I. Naboinos ya que Ihijua-<• horìzonlul un plano loda rei tà 
de oste plano paralela al plano hori/.ontal; la roda r, por ojornplo 
(fig. 127). 



Fio. 126 


Simulo paralela al plano horizontel tendra la proyer< un ■■■■■■ 
za pajvilc-la a LT. ' 1 as horizontales do un plano son todas par.i.i a. 
rii In,* i i v pahili'lns. on ronsocuencia, a la tra za horizontal d.-l pian, 
l a provccción horizontal ri sera cnlonces paralela a a t . 

La Ira za verli'al. de la roda (r,, r\) es el punto A~~ M ; . A.) 



2. Sahenios tanibién qui? se 11 amia franta! de un plano loda 
de ó.sie pomicia al plano vertical; la roda r, por ejeniplo (fi 
pura 128 ). 

Si,.ndu ; pomicia a] plano vertical so proycceión r, es parale- 
io o i:r 
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Las frontales de un plano son paralelas enlre si y paralelas. por 
Io tanto, a la traza vertical del mismo plano. La proyección m es 
entonces paralela a la traza ct 2 . 

3. — La otra recta notable de un plano es su rrctn de màxima 
pendiente. 

Hemos visto ya (2, § 24) que la proyección horizontal de una 
recla de màxima pendiente es perpendicular a la proyerdón horizon¬ 
tal de cualquier horizontal del plano al cual perinncce. Sera, en con 
secuencia, perpendicular a la traza horizontal del plano (fig. 129 a). 

Si, entonces, son conoddas las t.razas («j, ct 2 ) de un plano, es 
fàcil ballar las proyeccìones de una de sus rectas de màxima pendiente. 

a) b) 



Fio. 129 




! KL PLANO'* 


71 


Se tia/.a la proyección hori/.ontal p } porpendicular a «i (Jig- 12!) h). 
Luogo, corno se hizo cn 2, §28, so dolermi na la olia proyección p 2 . 

Reciprocamente, conocidas las proyecciones ( p\, p 2 ) de una recta 
de maxima pendiente es fàcil Indiar ias tra/.as del plano correspon- 
diente. Lai efecto, la perpendicular a p\ por M, da la traza a, del 
plano. Para ohtener a- 2 basta unir O con AL (3 de §28). 

Este ejercicio Ilare ver quo un plano queda perle diamente dot i- 
nido si se conoce su recta de maxima pendiente. 

§ 30. APLICACIONES 

1. — Conocidas las proyecciones (ai, (b t , b 2 ) de dos rectas 
parale!as de un plano y la proyección horizontnl de una 

figura del plano (fig. 130), encontrar la etra proyección A-Jl/.AD 2 . 



Las proyecciones horizontales de los puntos en que las rectas a y 
b cortan la figura AHCD son M u N u P u Q t . Mediante Hneas de refe- 
ietn ia deterrniriemos M<i, N-i, Q-±. Unidos M-z con Qg y AL, con 
p, lenemos las proyecciones vertiraìes de las rectas que contienen !as 
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lados AD y BC de la figura ABCD. Luieas de referencia ]>or A t B 1 
Ci y Di permiten determinar la proyección A^BAID^ buseada. 


2. — Verificar si la figura de termina da por los punto s 
A = (Ai, At), B = (Bi, B 2 ), , C = (C u Ct), # — ( D u D*) es plana. 
,>Y la figura que resulta imiendo entre si los puntos medios de los 



Fig. 131 


segmentos AB, BC, 
CD y DA es plana? 

Veamos la pri¬ 
llerà parte. 

Los puntos A, 
B y C determinan un 
plano, el del triango¬ 
lo ABC. Averi^iie- 
mos si D pertenece a 
ese plano. Un punto 
pertenece a un plano 
cuando pertenece a 
una récta del plano. 
Unamos los puntos 
Bi y Di (fig. 131). 
Su recta corta en Pi 
la proyección hori- 
zontal AiCi del la- 
do AC del triangulo 
ABC. Determinada 
la proyección verti- 
cal Pi del punto P, 
la recta BP ss (BjPj, 
BJP'i) pertenece al 
plano ABC por que 
pasa por dos de sus 
puntos. Se constata 
en tonces quo D = 
= (Di, D 2 ) no es un 


punto del plano ABC , porque su proyección Perticai no pertenece a 
la proyección B 2 P-i de la recta BP. La figurai ABCD irò es, pues. 
plana. Lo seria, en cambio, si D 2 ocupase L posición D’„. 

Veamos la segunda parte (fig. 132), 

Sean M , N , P, Q los puntos medios de los lados AB, BC. CD. 
DA de la figura dada. El segmento MN que une los puntos medios de 
los lados AB y BC del triangulo ABC, es parselo al torcer lado AC. por 
un conocido teorema de Geometria RlenenDÌ. Del mismo modo, el 
segmento PQ es paralelo al lado AC del triangulo CDA. Luogo. 
MN || QP. Sus proyecciones homónimas sefan también parnlelns. 

En forma anàloga se demuestra, considerando los triàngulos BCD 
y DAB, que NP || MQ. siendo entonces también paralcslas sus proyec: 



ciones ho món ima s. 

NT 

Las rectas qua contie- 

r. 

nen los segmento.? pa¬ 


ratelo? MN y QP de¬ 

Fio. 132 

terminali un plano y 


a él perten cren tanto 


la recto MQ corno la 


NP, pues la primeia 

Tj 


pasa por los puntos 

\ 

{M u M 2 ) y (Q u Q. 2 ) 

A 


del plano y la seguii 



da por (N i, NP) y L. 



(Pi, P -2 ), que son 

V T 

S 

tarnbién puntos del 

X ' 

\ 

plano. 

X 

I n figura MNPQ 

X 

es, pues, plana y, con 


V 

mas pr ecisión, es un 


paralelogramo por sei 


paralelos sus lados 


opuestos. 

Fio. 133 
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3. _En un plano dado por sus trazas (ai, a») ( f »g- 183) tra zar 
una horizontal distante d del plano horizontal. 

Todos los puntos de una horizontal tienen igual^ rota, d eri osto 
caso, y està cota es igual a la distancia de la proyección -vel licai de la 
rcctà a la linea ile tierra. Basta entonces dibujnr a una distancia d 

la paralela a 2 a LI ; 



determinar las pro- 
yecciones L\ y T s de 
la ùnica traza de la 
recta y conducir lue- 
go desde Tri la para¬ 
lela a la traza ai- 

La horizontal 
buscada es (« 1 , a 2 ). 

4. — Conocidas 
las trazas («i, « 2 ) de 
un plano y una de 
las proyecciones, A 1: 
por ejemplo, de un 
punto de ese plano, 
encontrar la otre 
proyección del punto 


(fig. 134). 


Por Ai trazarnos una recta cualquiera, n. a la que considera 
remos conio proyección horizontal de una recta que, perteneciendo 


al plano, pasa por el punto. 

Empleando el procedimiento mdicado en 2, § 28, se encuentra la 
atra proyección r 2 . La proyección vellicai A s del punto queda deter¬ 


minaci a entonces me¬ 
diante una linea de 
referencia por Ai. 

En vez de una 
recta cualquiera pue- 
de utilizarse, y asx se 
hace casi siempre, 
una horizontal o una 
frontal del plano (fi¬ 
gura 135). 

5. — Conocida 
una de las proyccclo- 
nes, la vertical, por 
ejemplo, de una figu¬ 
ra situada en un pla ¬ 
no dado por sus dos 
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trazas, encontrar la otra proycrrión de la figura. Sua AJ> 2 C 2 D-, la 
proyección vertical de la figura y (m. u-) el plano (fig. 136). Se Irata 
de repetir aqui, para cada vertice de la figuro, el problema anterior. 
Resulta asx, sin dificultad, la proyección horizontal 



6. - Determinar las trazas del plano determinado por dos re< he. 
ruucurreiites. 

Cada fro/a del plano contiene, evidentemente, las trazas de ipuai 
nomine de las dos rectas. Si entonces (ai, a 2 ) y (bi, b 2 ) son las 
pioycc.ciones de las rectas dadas (fig. 137), para encontrar las trazas 
del plano delerminado basta encontrar las trazas de las dos rectas y 
unir luogo las hnri/ontnles y las verticales entro si. 

Como \ e.'ificación debe tenerse en cuenta que las trazas u t \ 
obli'nid.is deijen resultar paralelas a Z17’ o corlar està recta en un 
mismo punto. 

7. - Encontrar las trazas del plano que pasa por dos rectas 
paralelas. 
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M 


Si 1 prore do amio *?v ri .oit^rioi'. I )oi« riiiiM.inos las tra/:: 0 

ile I ; | tl'l ; m.tiis. liiirii'-e iiS ili"! li' rii.' I n ■ i s I ! *1 < •. M'iilt.il (Oli \fliJ'. '1 

y [ici'izuntal con hnrizonlnl. Quedan a si delorminadas las dos traza- 
del plano (fig- 138). 

g, - Determinar las trazas del plano «pie pasn por un punto y 
Lina retta. 

o,.. .fi P, P li! pi’i u imi ioufs ii‘! pillilo v r t . la. do la rei ! a 
(llgjjj)). l’or vi puri lo P so tra za una ruota cnalipiiurn a <jiu* ("orlo 
n la r Kl filano ilei ormi natio por las rei tas r y a os ol plano busrado 
lùi Mv. (te proi odor en la forma indicarla se puode Ira zar fior P mia 


i)_ isnconlrar las Irazas del filano qui: p-i'-a pio irus puniiis no 
aluados i>n linea ruota. 

fi'nii A , B v C lo:; puntos. IJniendo uno do el!nx con cada uno 
p j [v ,,>,i, <),'■■: , l proliluin*' piada redneidn al U 

I, rp,, TI I l'fit (la la roiTU'-'I.'iuid'i'olc |-| • I ■ Il " - - 111 :■ f l« >i I. 
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Pucde tra/.arse tamlbén, si se liniere, por uno do lus puntos lo 
paralela n la roda delerminada por los oiros do ;, 

10. — liallar las trazas dei plano quo pasa por dos rectas pnra- 
lelas a LT (fig. 141). 

Sean (a,. <i->) y (b\ , !>■■) las m ‘os. MI pianti dolori n mado jior 
ellas es paratelo a LT. So inizi mia rerla (tf u dT) quo corte a las 
dadas v se determinali sus trazas > .4,, AL) y (lì,, fi.) . Està recta 
auxiliar (dj, d 2 ) pertcnece al plano (pie pasa jior (rii. a.) y <b u io); 
conduciendo erttonces por zl t y Ii t las paralelas n LI' se obtierien las 
trazas ctt y a-> del plano busrado. 



Este mismo problema puede ser resuelto utilizando un plano de 
perfil (fig. 142). Se lialla el perfi! de cada una de las dos parai.'! u 
quedando asi determinado el perfil del plano que pasa por ellas. Voi- 
viendo a girar cl plano de perfil se encuentrari facilmente a } y u... 

11. — Un prisma recto, que descansa sobre el plano horizontal. 
es cortado por un plano perpendiculnr al plano vellicai. Dibujar el 
desarrollo de la superficie del tronco. 
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t 

E1 plano sec.tor «=n (m, a?) (fig. 143) es. conio lo diro cl pro¬ 
blema, perpendicular al plano veriical. Toda figuni siluada ou ól se 
proyecta verticalmente sobre E»F» es entonces In proyeccióri verti- 
cal del corte o sección producida. 

Los vértices de la sección son puntos de las aristas laterales 
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del cuerpo; sus proyecciones horizontales coincidiran entonces con 

■Ai, Bi, C 1} Di. 

Para el desarrollo observamos que, conio las aristas son paralelas 



al plano vellicai, se proyectan sobre éste en temano reai. La base infc- 
rior también la tenemos segun su vcrdadcra magnitud en AiBiCjDì. 
Es facil entonces hacer el desarrollo pedìdo, 



\CXl 


Fin. 144 


I 


EL PLANO 


12.—Girimios alloro ri. mi.-uio prisma «n toner nieduuil- un 
plano aialquiera, a (m a.) (fig. 114). 

Los ver li or s de la sección son puntos de l.is arislas lai orale* de! 
prisma. La proyección luirizontal de la sección sera enlouces la ìiusma 
proyección horizontal /!, lì ,CyDi de la base inferior. Para fiallar la 
proyección verl'cai pomumos oiie la seec.ión perlenece al plano «a y 
entonces, recordnndo 4 y "> de esie nusmo paragrafo, se obtiene. mi; 
di fi culla d la proyección E'E-Jj^H 2 de la sección. FI desarrollo de la 
superficie lateral del ironcn se obliane también sin dificultad No nos 
enconlramos, en cambio, on condiciones de dibujar, por ahora, la 
sección EFGHE en verdadcra forma y tamano. 


r. J E R CI CI o s 

28 Represeniar en una misine figura. mediante dos rectas paralelas, las distintas 
pasiciones que pusile preseli tur un plano paralelo a LT. 


29. Eri el plano al cuai perterR'.c «il tuia 
gulo ABC cuyas dos proyeti.iones stai 
d ailas, hàllase también el trian;pilo 
EFG, del cual se conwe unii ameiilc 
la proyección vertical. Ilullar la pro¬ 
yección horizontal. 


c, 

Ejercicio 29 


30. r.u e' piano deli : crii ir indo por dos rectas 
concurrentes (/lj B ± , A 2 B 2 ) y (C l 
C 2 D 2 ) se desea cubuiar el cuatirilatero 
EFGH cuya proyección horizontal es 
dada. Hallar la proyección vertical. 
llallar también el perfil de las rectas 
■dada:, ad corno del cuairil itero. 




Ejeiìcicto SS 
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31. So in e la recta BC marcar el punto P 
cuya cola y cuyo alejamiento exce¬ 
ntri, respcctivanierjle, en 5 ntm. y 4 
■ uni n los correspondienti’s «le A. 


Ejebcicio 31 


32. Determinar las proyecciones de un punto situarlo en un plano ( a per- 
pendicular ai plano tp,, que forma un àngulo de 20“ con el plano I-Tì. aleja- 
miento del punto es 1.5. 

33. Un poligono hallase situarlo en un plano !«/-,. n ., j penicndicular al plano }u.n 
zontul. iCuàl es la figura formarla por su proyccdun liorizontal? 

34. Se proyecta tina escua- ____ j 

dra sobre el plano ver- Ejercjcio 34 ... " 

tirai y se obticne la figura que se acompnna. {Còrno estàn situadas Iris carns 
de la escuadra con respecto al plano vertical de pioyccción? 

35. Dada una de las proyecciones de un punto de un plano dado por sns trazas, 
ballar la otra proyección. 

36. Dado un plano (a x , a,), determinar en él un punto sitnado a 3 unidndes 
de! plano vertical y 4 del hovizontal. 

37. ILicer pasar un plano por una recta dada (detcrmimmdo las hazas ilei 
plano). 



Cai’i'tui.o V 


INTEIÌSECCIONES 


5 31. INTERSECCIÓN DE DOS I’EANOS 

1. — Se sabe que cuando dos planos se cortan la interseceìón es 
una linea re età. Se sabe tarribicn que cada uno de los diedi os formados 
tiene corno raedida la de su sección normal, es decir, refiriéndonos al 
diedro indica do cn la figura 145, la del angulo plano QPR formado al 
condurti- desde un punto cualquie- 
ra P de la interseceìón, bis per peli 
diculares Pi) y PR a esa misma 
interseceìón (una en cada cara). 



Siendo la intersección de dos 0 
planos una recto, bastar», para de- U 
terminarla, encontrar dos de sus 
punto?., o bini imo solo de éstus y t0 
la (Inveì iòti de la racla. 


la duvet iòti de la roda. 


E! nrocedimiento generai E 


Q 



cular a imo de los planos de prò- 
yección. 

Sean (fig. 146) una recta « = («j, « 2 ) y un plano perpendicular 
al plano horizontal. Este plano puede ser dado por su traza horizonta! 
ni o poi- la proyen;ióu horizontal de cualquier otra de sus rectas (*). 
Para bacar .mas objetiva la figura bemos dibujado también la proyec- 
ción e. rtical de una parte del plano. 

Se lia visto (3, § 27}. que loda figura situada en un plano vertieaì 
tiene su proyocción horizontal en la traza horizontal del plano. E1 
punto en que la racla dada encuentra el plano a tendró eulone.es su 


proyereión ori la intersección do i7j y 


1 , , jimveci ión vellicai se encuentra mediante una linea de idi 
rancia. 

Supueslo, conio es usuai, opaco el plano a, parte de la recta a es 
mvisible para un observador que, colocado en el primer diedro, mira 


{• : ì'n, i-j.ii.i<!,, l.i« (ino sor» jk-jti lendiculnres a) plano n ì . 
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ha eia el plano vertical de proyección. Es visible, eri cambio, refirién- 
donos siempre al primer diedro, para un observador que mira desde 
arriba el plano horizontal de proyección. Por esto parte de la pro¬ 
yección vertical a 2 aparece de puntos en la figura descriptiva. 



cualquiera P de a. Si su alejamiento P 0 Pì es menor que el aleja- 
micnto P„Qi de un punto Q, que perteneciendo al plano a tiene Q 2 
coincidente con P 2 , la parte IP de la recta es invisible eu. proyección 
vertical. Es visible en caso contrario. 

En la figura 147 se ha considerado un plano perpendicular al 
plano vertical. Recordando lo establecido en 4, § 27, su construcción 
no ofrece dificultad alguna. 

En lo que concierne a la visibilidad, la parte I\Pi es invisible 
por ser P 0 P 2 < es decir, por tener el punto P de la recta menor 



Fio, 147 



/ /V 1 ’ IÌRS UCCI ON ES 


85 


cola ijue el punto Q del plano, olendo Q de lai modo que temendo 
igual alejanneulo que P tenga Q i coincidente con Pi. 

2 Enconlrar la intersecrión do un plano cualquiera y un plano 
perpendicular a uno de los planos de proyección. 

Sean a un plano cualquiera y (1 un plano perpendicular al hon 
zorital (fig. 148). Considoradas dn : . rerlas cimi' -quiera, a y h de n. s<- 


/XP 


ì / 


X a 


Fio. 148 
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hallan en la 
forma indicada 
en el problema 
anteri or los 
puntos P y Q 
en que estas 
rectas cortan (il 
plano (3. La rec- 
ta PQ es enton- 
ces la intersec- 
ción buscada. 

Sean (fig. 
149) il, la tra 
za horizontal 
del pi.mo verti 
cal, del cual de¬ 
mos, para ma 
yor compren 
sión, la proyec- 
ción vertical de 
una parte liml- 
tada, v (A,. /?,. 


Ci). (A'-, li», C-j j el plano a. 

La l’erta AC del plano a. 
eumeni ra jj eu. d punto 
Pra (P,. Pj) ; la recto UC lo 
eucuentra en cl punto 
Q== (Q lt Qi). La recta PQ es 
entonces la intersección bus¬ 
cada. 

En la figura 150 se ha 
utilizado un plano perpendi- 
cular al plano vertical, El 
plano a es dado por la recta 
(cii, a») y el punto (Ai, A»). 

Por este punto se trazó 
(bi, bì) para]eia a la recta 
(a u c 2 ). Estas rectas encuen- 
tran el plano (3 en los puntos 

P fS 3 (P l! P 3 )y<?«(Q 1 ,Q a ). 

La intersección buscada es, 
pues. PQ. 

La visibilidad de la? rec¬ 
tas a y b se obtiene en la for¬ 
ma ya indicada. 

3. — Conocidos los do s 
problema s anteriore^ gode 
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4.— Supongamos entonces los planos ABCD y EFG (fig. 152). 
Tomemos corno primer plano auxiliar uno nomial al vertical. Sea y» 
su tra za vertical. 

La intersección de este plano con los dos planos dados son las 
rectas MN y PQ, respectivamente. Su punto de intersección es 
R=(Rt,Ra). 

E1 segundo plano auxiliar ha sido elegido paratelo al plano verti¬ 
cal. Su traza horizontal es bi y corta los planos dados scgùn las rec¬ 
tas ST y UV. respectivamente. Estas se encuentran en Z = (7 U Z 2 j. 
La recta RZ es la intersección pedida. 



Los planos auxiliares a utilizar pueden ser eualesquiera de los 
normalès a uno de los planos de proyección. Muy cómodos resultali 
los paralelos al vertical o al horizontal, teniendo presente, al elegirlos. 
la conveniencia de que corten las figuras dadas en las partes ma', 
•anchas. 

§ 32. INTERSECCIÓN DE RECTA Y PLANO 

1. — La intersección de una recta y ma plano es un punto. Para 
determinarlo, en el caso de que el plano no ocupa las posicioncv. 
particulares consideradas en el paragrafo anterior, se recurre a un 
piano auxiliar que pasa por la recta. El plano auxiliar (fig. 153) cori, 
el plano dado segun una recta. La intersección de està con la dadi 
es el punto de intersección buscado. 

2. — Imaginemos entonces (fig- 154) que («i, aZ) es la recta 
dada v (A 1 B 1 C 1 , A^B^CZ) el plano. Queremos determinar las provai 
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ciones de] putito eri que la recto encuentm el plano. Como piano 
auxiliar elogimos el que pruyecta ìionzontalnienle la recto dada. Su 
traza horizontal es la misma a x y corta el plano del triangulo segua 



a procederemos en la forma indicada en § 31. Comencemos con la 
proyección horizoncal. 

El punto TVi es proyeccion horizontal del punto N del triangulo 
Jf del punto R de la re cto a . Los dos tienen igual. alejainie.nto, pero ìa 
cota de lì es mayor (RMi > 1? U /V 2 ); el punto lì cs, pues, liorizon- 
tahnente visible, y con él toda la porción PIi de a. La otra parte, PM, 
sera, en consecuencia, invisible. 
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Ad, de los dos puntos que se proyectan verticalmente en S 2 . el de la 
recta a tiene mayor alejamienlo. El segmento SP es. pues, visible. E 1 . 
i* 1 visitile. en l'ambio, ol segmenti' PTI 



JNTERSECC/ONES 


Sfinendo ballar la intersección eie una roda y un plano se puedfi 
Kaliiu' la in terse coión de dos phiuos detenu mando in intersección de 
uno do éstos con dos rcctas del olro y uniendo dospuòs los dos punto:; 
obtemdos. o bìen la intersección del primiero con una recto del segando 
y la del segundo con una recto del primiero, uniendo después los dos 
puntcs corno en cl caso anterior. 

En la figura 155 se ha empiendo oste liìlimo procedimienlo. 


§ 33. INTERSECCIÓN DE DOS PLANOS DADOS POR SUS TItAZAÉ 


1. —Las trazas de un plano no son sino las intersecciones de òste 
rim cada uno de los planos de proyección. 

Conocidas, pu.es, las trazas («i, a 2 ) y (p l5 (L) de dos planos no 


W 


paralelos. el proble¬ 
ma de ballar su recta 
ile interseca ón no es 
'lino un caso parti cu¬ 
lli r, semirresuelto, del 
problema generai da¬ 
di» en los numeros 3 
V 4 del §31. Las in- 
itTsecciones de los 
dos planos dados con 
''I plano horìzontal 
■mi las rectas nij y pi, 
mivo punto co in il ri 
1 ' (-^i, A?) (figu¬ 

ri 156) es uno de los 
puntos de la inter- 
'ir i ci ón buscada. 

Las interseccio- 
de a y fi con el 


-Inno vernali de proyección son <t& y Pa. Su punto comùn B es (23 j, B%) 


'"I «tiro punto de la intersección buscada. La recta AB es, pues, la in- 
ti'iM'cción de los planos a v (3. Sus trazas son A y.B. 



2 .—- Los planos cuya intersección se busca pueden ocupar posi- 
■ mi ics especialcs. Hesultan asi los siguientes casos particulares mas 
tmportantes: 

V’ Dos trazas homóninaas son paralelas. 

Scali nnraMas las trazas horizontales «i y pi (fig. 157). El punto 
i ntmni a iav trazas a» y p», es la traza vellicai de la intersección 
■e pniyncrión horìzontal es P x sobre la linea de tierra. Tenemos asi 
"0 punto P-> de in proyección ver deal de la intersección y un punto 
>\ do su proyección horìzontal. Pero la Geometria Elemental ensena 
[iir r\a intersección es paralela a las trazas co y (3], Sus proyecciones 
E til -11 sor entonces paralelas a los de estas rectas; basta asi trazar 
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por P -2 la paralela a 
LT y por Pj la pa 
ralela a rxj (o Pi). La 
intersección bus cada 
es i = (z,, k). 

2" Uno de lo 
planos es cualquiera, 
cl ot.ro es paralelo a 
uno de los planos de 
proyección. 

Sea (on. cto) el 
plano cualquiera y 
Pi la ùnica traza de 
un plano paralelo al 
plano vertical (figu¬ 
ra 153). 


La recta de intersección es una recta del plano vertical pj; su 
proyección horizontal i x coincide con (Jj. Ademàs, la recta i del espacio 
es paralela a la traza n 2 (intersccciones de dos planos paralelos con un 
tercero) ; su proyección vertical i-> sera, pues, paralela a <* 2 . 

3 11 Uno de los planos es cualquiera, el otro es perpendictibu a 
uno de los planos de proyección. 

Sea (a t . «a) el plano cualquiera e imnginemos que el otro 
(pi, pai sea pci'pendìcular al plano iinuzoutal (fig. 159). 

La constrticción a cfectuar es la mdieada para el caso generai, 
1 de esle paràgrafo. La ùnica partu ularidad consiste en que la prò 
yección hcrizontal z’i de la intersección coincide con Pi. 


4« Uno de los 
planos es cualquiera. 
el otro es de perfil. 

Sea (ai, fla) 
plano cualquiera y 
(Pi, p 2 ) el de perfil 
(fig. 160). La recta 
de intersección une i 
en el espacio los dos' 
puntos A\ y en 
que se corta las tra¬ 
za s homónimas de los 
dos planos. Conio esa 
recta per Lincee al 
plano de perfil, sus 
proyecciones ii e z 2 
coinciden con las tra¬ 
za s pi y Ps, En la fi¬ 
gura hemot detenni- 



Pio 138 



/A77.7f.s7:rr/o-\7-:.s 


7 ; 


mairi cl pciTil /;< lil¬ 
là intersercióit reba 
tienilo el plano de 
perii 1 sobre el plano 
vertir.nl. E! segmento 
/Li ria la verdailera 
raugnliiiii de la intej - 
sección y el angui» 
/E/E/E es cl angolo 
<|ue la recta i forma 
con el plano no. - 

5" Uno de los 
planos es perpendi- 
rular al plano ai. e! 
i>tro es horizontal 

La racla rie in- 
lorsección es paralela 
iti plano horizontal. 

Sn proyección verti- 
ral L (lig. 161) coincidi 1 
ride con a L . 






^2, 


UV 


li 1 


\ 


\ ! 

A>. 




0^' 1 \, 

Fig. 159 XCii 

X 


fon (L: su proyección horizontal i t uni- 


fi" Uno de los planos es 1 ualquiera. cl otro es parali-I» a IL. 
Como lo indica la figura 162. la mnslrucción es igiml a !» il»! 
1 .isu generai. la pela j.,) es la intorsocción buscarla. 

7" I .o« dos planos snn paraleios a la linea de tierra. 


L 



/ 


4— 


Bi 


\ 


\ 

cx>- x 


A: 




PI 

fòli. 1 f>0 


_\Aj 


/ 


\ 


Sean (rii. u_ v 
(Pi, fL) los planos 
(fig. 163). La iute: 
sección sera tambicn 
paralela a la linea *!■ - 
li erra. Para de termi 
nnrla se recurro a un 
plano auxiliar de per 

LI (yi, y 2 ). 

Este plano corta 
"J" los planos datios 
— gun dos rcctas, cuya 
interseco!ón da un 
punto de la intersec- 
ción buscarla. La ree- 
ta coniùn a ios planos 
a y y tiene las pro- 
yecciones comciden- 
tes con Yj y y 2 . Sus 
trazas en el espacio 
son Ai y /L Roba- 
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tienilo entonces el 
plano de perfil sabre 
el plano vertical, el 
punto Bq, no se mue- 
ve; di se coloca en 
A-,. RI segmento 

a 3 = Ma es, pues, 
el perfil de la por- 
ción de rccta seguii 
la cual so cortan los 
planos a y y. Del 
mismo modo es el 
perfil de la inlersec- 
ción de (5 y y. 

El ;>ih ito fa en 
que se cortan a 3 y b 3 
es el perfil de la in- 
tersección de los pla¬ 
nos a y Debemos 
ballar sus proyeccio- 
nes. Como la cola de 
es commi a todos los pmitos de la recto i, la proyecuon perticai i 2 se 
obtiene trazando por , ; 3 la parai eia a LT. I-a proyecrión horizontal U 
se encueutra liacrendo volver a su posicion. piimitrva el plano de perfil. 



8? Dos tra za s de igual n ombre de los plano» dados se cortan 


fuera de los limites 
del dioujo. 

Supongamos que 
esto ocurra para las 
trazas horizontales 
«! y (fig. 164). La 
traza vertical (B 3 , 

S 2 ) de la intersección 
se hallo sin dificul- 
-tad. no asi la horizon- l_ 
tal. Se trata entonces — 
de encontrar otro 
punto de esa recta. 

Iniaginemos co¬ 
nio auxiliar el plano 
horizontal y- 2 . Los 
planos dados a y (1 
son cortados por òste 
segun las horizonta- 
ies {ai, 02 ) y (b u b 2 ), 
respectivamente. El 


CXo 
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punto (/fi, /f 2 ), coni un a estas hori/.onlalos, es, siri dada, un pillilo do 
la intersección de « y fi ( 3 de §31). Uniendo ÌR con B\ y ìli con B 2 
se licnen la* proyccciones ù e ì 2 de la intersección podida. 

Si tampoco u 2 y (L -se cortan dentro de los lmiit.es del dibujo, se 
recurre a un scgundo plano auxiliar. 

3 . — Resueltos los problemas mas comunes de intersección de 
planos dados por sus trazas, determincmos ahora la intersección de 
una recta («i, a 2 ) y un plano dado por sus trazas a,, a 2 (fig. 165). 



E1 procedimiento empiendo no es sino un caso particular de 
1 y 2 de § 32. 

Se hace pasar por la recta un plano auxiliar; òste corta el plano 
dado segun una recto. La intersección de està recta con la dada es 
el punto busca do. 
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41. Idem de los planos delerrmnndtis 




42. Idem de la recta (gj, a. 2 ) y el 
pl.no { i,B l C l D v A. 2 B 2 C.,D. ii ). 


.43 Encontrar el punto commi a tres planos dados por sus trozas. (Determinese 
la retta (le interscroión (lei V y el 2", luogo del 1* y 3"; el punto de inter 
•.sección de estas dos rectas es el punto pedido). 

-«4. Encontrar la retta de intersccción de dos planos parolelos a la linea de tierni 
(Utilizar un plano auxiliar cualquiero). 

4; In: . TiU .it la inlcwvt ión dos pimi. s cnyas trozu posali por un munì» 

punto de LT. 

46. Encontrar la intorsocción de dos planos alando uno do ellos es dado por sa 
reità de màxima pertdìeuto: el otro por sus trazas. 

47. Encontrar el punto en -pie un., retta emuentra un plano dado por su retta 
♦ •h'iVÌTTIc! pOtulì^T!*^ 




Capiti ì lo VI 


P0S1CI0NES RELATIVA^ DE RECTAS Y PLANOS 
§ 34. PARALELISMO 

1. — Se sabe por Geometria Elemento.I que una recto es para¬ 
tela a un plano si es paralela a una recto del plano (criterio de exi.s- 
tencia de rectas y planos paralolos). Reciprocamente, un plano es 
paralelo a una recto si contiene una recta paralela a la recta dada. Asi, 
por ejemplo, la recta a = (a*, a-.) es paralela al plano dado por la¬ 
re età s concurrontes b ec: (Z>j, b 2 ) y c=e (ci, c 2 ) (fig. 166) porque a [j b. 



Fio. 166 


Del mismo modo, la recta a = {ai, a 2 ), de la figura 167, es para- 
l"ln al plano a, dado por sus tra/as cu, « 2 , porque es paralela a la 
">rla b {b u b 2 ) del filano. 

2. — Es evidente que por un punto P exterior a un plano dado a 
«• puede trazar un nùmero infinito de rectas paralelas al plano. 

Reciprocamente, fior un punto P exterior a una recta se puede 
lunrr posar un nùmero infinito de planos paralelos a la recta. 
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3. E1 plano quo contiene el punto P (lig. 1(S8) y os paratelo a 
las ree tu'- a v b se hallo representado por ina poetasi c y que pascali 
por P ,y son rospectivamenle parnlelas a las rectas a y b. 



Si a y b fucsen coplanares, su plano sera paralelo al de c y d, 
| a ics, seguii e ri sofia la Geometria Elemental, dos planos son paralelos 



102 


D. DI PIETRO.—GEOMETRIA DESCRITTIVA 


cuando uno de eidos contiene dos rectos concu/ronie-. paralelas al otre 
(crilerio de existcncia de plarios paralelos). 

Asi, por ejempìo, los planos determina dos por las rectas a y b 
y c y d, de figura 169, son paralelos. 


ec 












T 
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dado? con el misino plano :r>. La represcnlación es, on generai I 
dada un .figura 171. 

* 

5. — Reciprocamente, cùmpìese, cn generai, que dos planos que 
lienen sus trazas de igual nombre paralelas son paralelos. 

Dijimos eri generai, y explicaremos por quó. 

Si lo? trazas de Ics dos plano.? son paralelas entro si y paralelas 
a LT, los planos no son siempre paralelos. Es lo que ocurre, por 
l'jemplo, con los planos a y (3 de la figura 172, que no son paralelos, 
ramo lo ha ce ver claramente el plano de perii). 

6- — Dados un plano por sus trazas ai y a 2 y un punto (P u P- 2 ) 
que no le pertenece (fig. 173), estamos eri condiciones de encomiar 
al plano que pasando por P es paralelo al plano a. 


L 


T 


Fig. 173 



Tracemos por P la horizontal del jdano busrado. Sus proyeccione? 
Ins obtendremos haciende pasar jior P y la paralela a ^ y por /b In 
paralela a LI . La tra/.a vertical T 2 de està recta es un punto de la 
tniza vertical del plano que se busca; es posible entonces construir 
"in difirultac! las trazas (lo, pjrimero. y pi, después, del plano P qui- 
Mini iene el punto P v es paralelo al plano a. 
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S 35. I*EHI’KN DICI.'L Alti PAD 

1. --Para resolver los pvoblemas de perpendiailaridad reiorde- 
mos los siguientes principios de Geometria Sòlida l'Jenienlai. 

I 9 La condición necesaria y suficienle para que non recto sea 
perperidicular a un plano es qui' ella sea perpendicnlnr a 
dos ree la s del plano. 

2’ La condición necesaria y suficienle para que dos planos sea ri 
perpendiculares entro si es que uno de ellos contenga una 
recta perpendicular al olro plano. 

3’ La condición necesaria y succiente para que dos reclas sean 
perpendiculares entre si es que sean perpendiculares entro si 
sus proyecciones sobre un plano paralelo a una de ella*. 



Fio. 174 
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2. Rosolvanios allora cl problema sigmonO-; 

Conducir por el punto M {Mi, M,') la perpendicular al piano 

ABÒ^ (AJ^C^ AiB.C^) (fig. 174). 

Si a es la recta pedida, ella sera perpendicnlar a dos rectos cuales- 
quiera del plano (l* r principio). En particular, sera peritemiirular a 
una liorizonlal y a una frontal del plano. 

Pero, por el 3® f principio, las proyccdones a, y a> son, respe.-tima¬ 
mente, perpendiculares a las proyccciones hi de la liorizontal y de 
la frontal del plano. 

Basta conducir entonces por Mi la perpendiculnr a li. v por 
la perpendicular a /;>. El punto P es el pie de la perpendicnlar. 

Si el plano es dado por sus tra/.as, la construcción del problema 
anterior es mas simple. 

Las trazas ai y a-j del plano (fig. 175) no son sino una Imi izonlal 
y una frontal del plano. Basta entonces conducir por M\ v d/. : ! . per- 
pendiculares aj y «2 a las trazas in y aa, respcctivamento, 

El punto P es el pie de la perpendicular. 



\ 
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3. --Tràtese ahora de hacer pasar por un punto eì plano per- 
pendicular a una recta dada, 

Sean A ss (A u A z ) el punto y a ss (ai, a 2 ) la recta (fig. 176). 



FlG. 176 


Hagamos pasar por A una horizontal y una frontal del plano buscado, 
trazando hii ai y / 2 lCo. El plano buscado es el de las rectas (hi, he), 

(fi, h). , 

Si el plano debe ser dado mediante sus trazas, se conduce pnmero 

por A una horizontal del plano, haciendo Ai±«j. Ea perpendicu 
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kir por IL a la proyeccìón a,, da la Ira za veri irai tiri plano basendo 
La Iraza liorizonlal es paralela a Aj (fig. 177 ). 

fi 

/ 


/ 



4. — Hncer pasar por una recta a = (a,, fu) el plano perpendi 
1 •dar a un plano dado por dos rectas concurrentes (o paralelas) 

' Oi, b 2 ) y <• ' = (c t , Cs) (fig. 178). 

El plano pedido, en virtud del 2’ principio, es el determinado 
I"" lf > recta a y por la perpendicular al plano dado, condudda desde 
un punto cualquiera P de a. 

Marcadas entonres la horizontal h y la frontal f del plano dado 
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se trazan desde P las proyecciones de la recta d perpendicuìar a est 1 
plano. Las rectas a y d determinan el plano pedido. 



La figura 179 resuelve el mismo problema cuando los planos 
son dados mediante sus trazas. 

Por el punto P de la recta dada a se ha trazado la perpendicuìar 
b al plano a. Se hallaron después las trazas Pi y p 2 del plano deter- 
minado por las rectas a y b. 

El problema resuelto en este nùmero tiene una sola solución si la 
recta dada a es coplanar, paralela u oblicua con respecto al plano 
dado; tiene, en cambio, infinitas soluciones si la recta a es perpendi 
cular al plano. 
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5. — E1 problema anterior y el rccwrdo de aìgiums nocinnos de 
Geometria Sòlida hacen comprender que si dos planos stiri pcrpendi- 
culares, no hay, en generai, ninguna relation entre las posiciones 
relativas de sus Irazas. Como caso partidar considcrcmos dos planos 
a y p perpendiculares entre si, sicndo. ademas, « perpendicular al 
plano 3t (fig. 180). 

Por ser a perpendicular a |3 y a n es perpendicular a su inter- 
sección (3j. Està sera entonces pcrpendkular a todas las rectas de a 
que pasan por el pie P; lo sera entonces a la intersección aj de a y n. 
En consecuencia, las trazas de igual ntmbre de dos planos perpen¬ 
diculares entre si forman un óngulo rechisi por lo menos uno de eidos 
es perpendicular al plano que corresponìe a las trazas consideradas. 



» 

I 


Pie;. 181 

La figura 181 da la representac.ión de dos planos a y fi perpen¬ 
diculares entre si. El plano f) es aduna» perpendicular al plano jtj>. 
Las trazas «a y (E suri perpendiculares «tre si- 
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Es lo que se ha hecho en la rej:\cniación do la figura 183. 
Mediarne una honzonl.nl y una ironia: a> determinò el plano a per- 
pendicular a la recta a. El punto de in'trsección de a con a es Q. La 
recta PQ es la buscada. 


E JERCIClìS 


+8. Dados los puntos A , B, C, D, mediante su proyccciones, coustruir la perpen- 
dicular desde D al plano ABC. Hallar 5. pie de la perpendicular. 



49. E triàngulo ABC es la base infe¬ 
rir de un prisma recto, cuya ai- 
era aparece en proyeccion vertical 
ujim 1 cm. Completar las proyec- 
«nes del prisma. 


50. Hacer pasar por un punto dado, uri piar.) peipendicular a una recta dada. 

51. Trazar por un punto un plano perpenitular a una recta de perfil. 

52. Conducir por una recta, cl plano perpeiv.cular a un plano dado. 

53. Un plano a es dado por los puntos A, A C. Representar ei plano mediante 
sus trazas y conducir luego desde un finto P la perpendicular al plano; 
determinar el pie de la perpendicular. 

54. Por un punto dado P, hacer pasar un riano a perpendicular a una recta 
dada r. Determinar las trazas del piane i. 


55. Las harras AB y CD que se cortan 
en P, estàn conec.tadas al plano ver- 
tical. En P se coloca otra barra 
perpendicular al plano de las dos 
primeras, que debe conectarse con 
el plano horizontal. Hallar las pro- 
yecciones de la barra adicional, asi 
corno el punto en que debe conec¬ 
tarse. 



Capìtu ui VII 

CÀMBIOS DE PLANOS DE PROYECCIÓN 
t 36. INTRQDUCCION 

4* ^ menu do la re j ircscn tación de las piezas y de las cons- 

trucciones hechas sobre ellas es mas simple, y a veces inmediata, 
"«no ya tuvimos la oportunidad de ver, cuando las figuras ocupan 
posicioncs particulares con respecto a los pìanos de proyección. Asi, 
vimos que una figura paratela a un plano de proyección se proyecta 
'iiibre òste en verdadera magnitud. Por lo tanto, dada una figura en 
ima posición generai, es ùtil, y a veces necesario, reducirla a tener, 
«mi respecto a los planos de proyección, aqueìla posición especial que 
m, ' ,s convenga a la cuestión que se estudia. 

2--—Los procedirnientos que permiten obtener la posición mas 
""•veniente de la figura que se considera reciben el norubre de méto- 
L x gi'àficos de la Geometria Descriptiva. Ellos-comprenden: 

1 ? El mètodo de los carnbios de planos de proyección. 

2’ > El mètodo de las rotaciones y, corno caso particular, el mè¬ 
todo de los rebalimìentos. 

Ln el primer mètodo los datos quedan fijos y se desplazon los 
planos de proyección. 

bit el segundo mètodo los planos de proyección quedan fijos y 
la ligula es desplazada. 

• .'IV. 15L METODO DE LOS CAMBIOS DE . PLANOS DB PROVEOOION 

I. — Sean P, y P. las proyecciones de un punto P del espacio 
'tig, 184). Maritengamos el plano jt, y consideremos otro plano ver¬ 
nini x' T La recla UT' es la nueva linea de tierra y P lt P' s son las 
"iii'vas proyecciones del punto. Por otra parte, 

Kp, = p^P' 2 , 

I""’* rada uno de ostos segmentos es la cota, invariable, del punto P. 
Melali iendo enl.o rices cada plano vertical se obtiene una represcnta- 
■ii'ni <‘n la cual P„P 2 — P’„P ’ 2 . Quiere decir que, cuando se cambia el 
plani • vertical conservando el horizontal, la proyección horizontal de 
■m punto cualquiera no varia, y la nueva proyección vertical es tal 
pie mi distancia a la nueva linea de tierra es igual a la distando que 
beliln mitre la anterior proyección vertical y la primitiva linea 
I» lirrra. 
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9 _En las representacion.es llamaremos L'1 , L T , etc., las 

nuevas lineas de tierra, y K P£ etc por ejcmplo las, nuevas prò- 
yecciones verticales. La disposicion de las letras de LI , L 1 , e -, 
Lri tal qua, leyéndolas de .aquierda a dcrcch», 

A Po se encucntra enciino 

f de la linea de tierra. 

J 3. — Consi'lere- 

\ mos la representa- 

pj | ción de un punto P 

y del espacio y sean Pi 

L \\ V *0 S T v Pz sus proyeccio- 

W ^ ~y~ " nes con respecto ai 

\ \ sistema de planos uti 

/\\ jr y TX 2 (fig. 185). 

or’v>\\ /I Supongamos que 

« ^ jfC z/r' sea nueva 

\ nea de tierra oorres- 

\y p pondiente a un nuevo 

* jr ' plano vertical x' 2 . 

w Fig _ 1S 5 Queremos de ter mi- 
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nar las nuevas proyeccionos de P. Como el ]■!aiu» horizoiil.il no ha 
cambiadu, la proyocción horizonlal es siempre P\. La nuova prò 
yecdón vertical se encontrara sobre la perpendirular por /', a Ì.'T' 
y a una distancia de ésta, 

p'~pZ = 7vv 

4. Eli la ligura 18(i oì nuovo plano veriic.l fui - ' re-halido bacia 
la parie infcrior del dibujo. 

5. — Cuando se 
reemplaza el plano 
horizonlal por cual- 
<|uier otro plano 
perpendicular al 
plano vertical se di¬ 
re que so ha enrn- 
biado el plano ha- 
rizontaì. El nuevo 
plano de proyec- 
rión, si bien no ho- 
rizontal, conserva el 
tiombre de piano 
horizontai. 

Paia compren¬ 
der bien el meconis¬ 
mo del cambio de¬ 
pilino horizontai 
iimsidereniO' la J:.i- 1 ?IS - P* 6 

Hiira espatriai, de fi 

Urna 187. Los planos primitivos son ny v m; el nuevo plano hori- 
/nnlal es jiJ ; Pi y P 2 son las proyeocioncs del punto P con respmJo 
ii los planos iti y Después del rebatimiento del plano a» sobr. 




Fio. 187 
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m la proyección P? se situa, corno ya se sabe, sobre la perpemhcu- 

lar a LT por P x . 

Se ti'ata ahora de determinar el punto P mediante sus proyec¬ 
ciones con respecto a los planos n 2 y 7i\. La proyección de P sobre ita 
es siempre P<±. La proyección sobre k\ es P' v Con un razonamiento 
anàlogo al hecho en 1 de este paràgrafo se comprende qne el plano 
deternainado por las proyectantes PP\ y PP 2 es perpeudicular a L/T' 
en el punto P’„ y que P 2 P — P' 0 P\ (alejamiento de P). Si rebalimos 
el plano sobre el alrededor de UT en el senti do indicano en la 
figura, por ejemplo, el punto P\ se colocara sobre la prolongación de 
la perpeudicular P 2 P'„ a la nueva linea de tierra UT’ y a una dis- 
tancia de està igual al alejamiento. Si allora se rebate el plano a* 
sobre el rtj para cstar de acuerdo con las convcncioncs establecidas. 
se obi iene la rcpresentación o figura descriptiva. 

La figura 188 da la representación para un punto dado (Pi, P 2 ). 

Por P 2 - que no cam¬ 
bia, se ha trazado 
la perpendicular a 
UT’, tomàndose 
luego P' C P[ — P 0 P\. 
Los puntos P\ y P 2 
son las provccc.iones 
de P con respecto 
al nuovo si si orna do 
planos. 

El sentalo del 
robatimiento del 
plano n/ sobre n 2 es 
arbitrario. Se pilerìe 
roba i ir. può-., si asi 
se: desoa, bacia la 
parte superi or del 
clibujo. 

§ 38. PROYECCIONES DE UNA RECTA CU ANDO SE CAMBIA UNO DE 
I.OS PLANOS DE PROYECCIÓN 

1. ~-Couocida una recta por sus dos proyecciones, se obliane 
su proyección sobre un nuevo plano, hallando las nuevas proyeccio¬ 
nes de dos de sus puntos. 

2 . -—Sean Ai B x , A ? B 2 las proyecciones de la recta (fig. 189). 
Consideremos un nuovo plano '. cri irai y s eaL'T la nueva linea de 
tierra. La proyección A X B X no varia. Para eiicontrar A,Ji ' 2 , nueva 
proyección vertical, hàllanse las nuevas proyorciones verticales de 

los puntos A y B. 

3. — Para la recta de proyecciones AiB\, AiB 2 , dada en la figu¬ 
ra 190. se ha hecho un cambio de plano boriwnln! La proyección ver- 
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fiali es stempro 
In nuova 
proyección hori- 
/.ontal es A\ B[ 

«btenida en In 
l'orma indicarla k 

«'il la figura. 

4. — Con un 
cambio de pla- 
nos puede hacer- 
‘.e que una recto 
dada resuite pa¬ 
nitela a uno de 
los planos de pro¬ 
yección. Al ver ti¬ 
rai, por ejemplo. 

Cuando una 
rccta es paratela 
a uno de los pla- 
nos de proyec- 
' ión la provoc- ^ 2 

i ión de nombre j’ IG _ pgg 

■ entrano es pa¬ 
ratela a la hnc.i 
de tierra. Kn 
nuestro caso, si la 
recta dada 
Aq.B 2 ) (fig. 191) 
debe resultar pa 
ralela ni piani 
vertical, es nece- 
sario que A^, 
sea paratela a la 
nueva linea de 
tierra. Basta, asi. 
trazar L’T’ para¬ 
tela a A X B\ y en¬ 
comiar la nuova 
proyección ver ti 
cal A' 2 B’ 2 , E1 seg 

mento ÀCB' Z da 
entonces la ver- 
dadera magnitud 
del segmento AB 

Fig. 190 del espacio. 
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B2/ 

A 

/ 



oe comprende 
qui 1 para siinplifiear 
se puede hacer que 
UT' coincida con 
A rlìj. Resultali on- 
lonms ìas represcn- 
taciones de la figu¬ 
ra 192. 

5. — En la fi¬ 
gura 193 se ha he- 
cho que la recta AB. 
dada por sus pro- 
yecciones A y By y 
A Ai*, resuite para¬ 
tela al plano hori- 
zonlal, Elcgido UT' 
paralelo a A-JU, el 
segmento A\B\ da 
la verdedera mag¬ 
li il i.uì del segmento 
AB del espacio. 
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6 . Dada una 
retta mediante sus 
proyecciones AjB u 
A 2 B 2 rfig. 194), 
nos proponemos Ile 
var so lue ella, a 
partir de uno de sus 
puntos, una longi- 
tud dada. Tratese, 
por ejempio, de Jle- 
var 10 min a partir 
del punto ( A-,, A-,). 

Después de ha- 
her proj-eetado la 
retta sabre un rilie¬ 
vo plano verticai 
para ledo a ella, o 
(pie la contenga, se 
marca, en la escala 
de longitudes perle- 



ilenent e al dibujo, el seg- 


Fig. 195 


mento A.,C 2 -- lOnun; luego 


desde C' se i< a za 



la perpendiculai a 
UT’ y se oblierai eì 
punto C\. La per- 
pendicular a LT 
permite obtener C». 
El punto (C i, <' V' 
es el punto bu ,: rnd<i. 

§39. PRO YECCIO- 
NES DE RECTAS 
DE UN PLANO 
CUANDO SE CAM¬ 
BIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PRO¬ 
YECCION 

1 . — Resueltos 
para los puntos y 
las rettas los pro- 
blemas cori cero iii 
tes a cambios de 
pianos de proyeo- 
ción, no es difitil su 
aplicación a planos 
dados por variar, 


cualosquieru d<- o- 


Fio. tot 
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Fig. 195 

2.-—Paia una 


r>'. !."■ i; eli ; ii i. !• 

■ alar. por sin du : - 
Irazas. 

Trattisi, por 
ejempJo. ilei plano 
ilei triangulo ABC 
(fig. 195). dado me¬ 
diante las proyec 
ciones AiBxCi y 
A 2 B 2 C 2 . Cambiarlo 
eì plano vertical 
por otro cuya in 
torsección con jt, es 
UT' (nuova linea 
de Piena ) se obtu- 
vo numi nuo iti prò 
\ l'cción vellicai la 

figura A',B' 2 C 2 . 

E.n la figuro 
19fì se lia cambiarlo 
f'1 plano hoi i/.nìUol 
La nuova piover 
ción es A\B\C\. 


misma figura pue- 
den efectuarse va-- 
rios cambios sucesi- 
vos de planos de 
proyec.ción. Es lo 
que se ha hecho con 
eì triangulo ^4ZìC de 
la figura 197. 

Eligióse prime- 
ro una nueva linea 
de tierra UT' pa¬ 
ratela al lado C l B x 
de la primitiva pro- 
yección horizontaI. 


El triangulo 
' r ’ es la nue- 


.it ^ fi o S—- n 
va provección vor- 
ticai. ITay alga m 
t«re -.ante en esio 

triangulo. y (pic¬ 
ei segmento C 2 1Ì 2 da 
la verrìadora mag- 
nitud del segmento 



VK. 19 G 
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1 H del ospiicio. Débese esto a que CiBx es paralelo a L'T' (2, § 15) 
vSc; eli gì ó despues oi.ro plano horizontal, siendo L"T", esto es, la 
alleva linea de tierra, perpendicular a C' 2 B' 2 . La nueva proyeccióo 
Imri/.ontal del triangulo es ahora el segmento El lado C/s 

lei i esultarlo asi perpendicular al nuovo plano horizontal, siendo ri 
imrito C\B\ su pmyocción sobre este plano. 

J'.sla doble f.r.uisformación. quo conduce a la obtención de un 
''Hinenlo corno una de las proyecciones de una figura piana genèrici' 
,|, ‘l es ni ili za da a menndo para resolver con facilidad nume 

l'i'iOs problema* prociicos. En su aplicacióri conviene rccocdar ut e- 
l'iirner poso dcbc dar, mediante una cualquiera de las proyenion-s, 
E vcnladera niagnilud de uno de los segmeritos de la figura. 

-.ha conslmcción de la figura 197 puede ser simplifi* oda 

1 "nudo se recurre no a una recto cualquiera AB del plano dado, mimi 
•' una de sus rectas particulares: una horizontal, por ejemplo. n una 
Iniiilal. 
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Cunsidcremos la liorizonlal {A 1 D l , A V DT) (JJt.f. 198;. 1.1 seg 

mento AD, por ser paraleio al plano rr- ( , nparece en Ajj-x seguo su ver- 



dadcra magnitud. Cambieroos de plano vertical tornando I- 7 perpcn 
di colar a la proyección A ì D l . E1 nuovo plano vertical, por ser per- 
pendicular a la recta AD, es pcrpendicular al plano ABC (1, §35), 
la mie va proyección vertical del triàngolo sera, pues, un segmento, el 

ZZaJmjìI. 

El angulo a es el que forma el plano ABC con el plano io. 

§ 40 . TRAZAS DE UN PLANO CU ANDO SE CAMBIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCIÓN 

1. — Al cambiar solamente uno de los planos de proyección es 
evidente que una de las trazas no cambia. Para obtener la nuova traza 
se puede, de un modo generai, considerar tre* puntos del plano dado, 
determinarle» con resjieeto al nueio sistema ile planos de proyección 
y hallar entonccs la nneva traza del plano. 
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El prucedimienlo es evidei itemi ole largo. Se putide proceder » n 
lumia mas rapida temendo en molila <pie la uueva Ira za es la iiilei 
■.(•etìón del plano dado con el nuovo plano do proyección. 

2. 'Irólese, por ejemplo, del plano (<Xi, « 2 ) (fig- 199)- Se desco 
«.ambiar el piano vertical. Sca Ì.'T' la nuova linea de ticrra. La tra/..: 
«■) no varia; la nuova traza veriìt al e.s la intersección del plano (ai. «.>. 2 ) 



con el nitevo plano vei licei l| i, (>c). En el sistema primitivo e ta 
intersección es la recta («1, Para definirla en el nuovo sistema 

basta hallar las proyecciones v< rticales de dos de sus puntos, (//j, //a) 
y (Pi) V2 ), por ejemplo. C<<m > el punto (//1, II2) tiene cola nula, 
su nueva proyección vertical comi de con Hi. La nueva proyección 
vcrtical de (Ki, Va) està, en cambio, en V' 2 , sobre la perpendicular jku 
Vi a UT y a una distanti . V\V., — \\\' & . La nueva traza vertical 
<Lj del plano dado es, pues, l i recta que ime H x y V' 2 . 
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3. — Otro procedimiento es dado en la figura 200. So ha tornado 
una horizontal {h u h.) del plano y se ha hecho el cambio de està 
recto, que continuarà siendo horizontal y a la misma dislancia A , /u 
del plano horizontal. La nueva posición de la proyección vertical de 



la horizontal h ha sido obtenida considerando uno de sus punlos 
(Pi, P 2 ). El punto (Bi, B' 2 ) es la nueva traza vertical de la horizon¬ 
tal h. Uniendo entonces fl' 2 y Q se obtiene aó. 

4. — La figura 201 corresponde a un cambio de plano horizontal. 

5. —- Al cambiar uno de los planos de proyección el nuovo plano 
puedc ser elegido de modo que resultc per|>endiculnr al plano dado, 
corno ya lo hicimos en el numero 3 del paragrafo anterior. 

Deseamos, por ejemplo, cambiar el plano horizontal por otro 
norraal al plano dado (ai, a-j) (fig. 202 ). 

El nuevo plano horizontal delie ser perpendicular al plano ver 
tirai y también al (a,. a ; ). Sera entonces perpendicular a su inter 
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m-cuóh eia. li» consecuenda, la nuova linea de lierra UT' deho sei 
tornado porpendicularnieoto a <<_■. l a nuova tra za a\ se obtiene conio 
■■H los numero* prec edontos. 



Fio. 201 


MI. APLTCACIOXES 

1. — Fi cuadrilatero (/IjBjC'iD,, A» fi»C»IX>) de la figura 20 > 
•"•té siluado en un plano porpcndicular al plano horizoni.il. Hall.ir 
'ti verdadera rnagnitud. 

Si se toma conio rilievo plano verticali el misrno plano que con 
tiene el cuadrilatero dado, la nueva proyccción vellicai A'.,A'.,C’.jy., 
di la verdadera rnagnitud pedidn, 

2. — Determinar la longilud de la arista AB del tedio indicado 
en la figura 204, siendo A^Bi y A»li» sns proyecciones. Eliconirar 
tiimbién la verdadera rnagnitud de la falda ARCO del tedio. 
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Cambiando el plano v orticai, con tJ l ' conto nuova tinca de lieti a, 

A'/ij es la longìtud de la arista AB. ___ 

Conto DC aparoco on tainnno reni eri D J -V es fari! la conslruc 
don en Lamafio reai de la laida ABCD. 



3. - Lns patas de un albaliete a paniceli cn proye.cc.ión vcrtical 
y de porli 1 eri la figura 205. Ilallar los angulos de corte de cada una 
de sus caras. 

Podeirifis considerar el perii! conio una pmyccr.ión homontal, 
siericio LT la linea de lienn. Cambiando el piano vel licai por oi.ro 
plano paratelo a la cara ABCD se ubiamo A'Ji'C'P^ cjue da la cara 
ABCD en Uunaiio rea!. De olia juteden sararse lns àngulos pedidos 
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Fig, 203 


4. — Eri los cjcmplos «mtc.rit.res hcmos Iialindo la vcrdadem mng- 
nilnd de figuras portenecientcs a planos perpcmliculares «ì uno de 
los planos de proyerción. Una de las proyecciones eie la figura ha 
Nido, pues, siempre un segmento. Si se tratasc de figli ras siluadas en 
mi i plano cualquiera. haroinos priinem «pie ésle se voci va perpen 
iluular a uno de los planos de proyoceum mediarne mi camino opor¬ 
timi) (2 y 3 de § 3D.coni ornando despuós conio en los ejrmplns 
unleriores. 

Tra tese de ballar la verde dora mago limi del Irmriguio 
(.Ij/fiCi, A-Ji/'-ì) dado oii la figura 20(). 

Delonninada la horizontal (hi, /«■_•) del plano ABC, se cambia de 
|dimo vcrlical, siendo IJT' la nuova linea de lierra. Se obtiene asi <■! 
Ncgmento B'/Z corno proyecdón ver!a al del trii'uigulo. Con J/'T" pa 
micia a JÌ'.C'., se cambia de plano horizonlal I,a figura A’[ÌV[('.'[ da 
In verdadera magnitud del Iriangulo dado. 






CAMBI OS UH PIAN OS DE PUOì hCUON 


l J.’< 



5. fin lui ma analoga podemos ballar la verdadera magrutwd. 
•lo la fa Ida AHI'/) del tedio indicarlo en la figura 207. 

Con ilici oda la hori/ontal (D X C X , D^C 2 ) se cambiò de piami v< 
lical Uiiii.'iiiilu I.’T‘ pcrpcndieular a DiCj, La figura ABCD r<--ni!,, 
usi situati.i i n un plano pcrpcndieular al nuevo plano vertice l y se 
proyecta .sobri» òste segun el segmento (C'Jbg). Un cambio de 

plano Imi i/.iailal. con If’T" paralelo al segmento anterior. pò. mite 
ballar eu /I," II"(T)Y la verdadera nvignifud te dal 
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(WM/ÌKK-; DE l’f. l.YO,V DE PROYECCION 


MI 


51). : )od : 


Ptilo proyección. 


60. Iinr.li> un plano un 1 1. in ! 1 1- sus iruzas, cambiar el plano horizontal. 



62. La figura que signe ila las proyec.- 
ciones rie un paralologramo. Hallar 
su vcrdadera mag.Liili.id. Para re¬ 
solver este problema procédase asl; 
cambiar el plano vellicai por olio, 
perpendiculav al plano del parale- 
logramo; cambiar luogo el plano hu- 
rizontal por otro para le lo al qne pro- 
yecta verticalmente la figura. 


61. Fin la figura que sigue se licnen las 
proyecciones de una chimerica troia o 
cilindrica. Hacer el desari-ollo uè su 
superficie y dar la verdadeta magni- 
tud de la abertura a practicar en. el 
techo. El desarrollo rte la superficie 
no ofrece dificultades. Para ballar la 
vcrdndera magnitud de la abertura, di 
vidase la circunferencia en cierto mi 
mero de partes iguales y eémbiese 3 ne¬ 
go de plano de proyección horizontal. 



63. La figura que sigue correspondo a un cristalizador, en clinpa 11. ■ ! Li ■- I,, bui 

gitud de una de las aristas laterales y dibujar después una ilo !as <n>,is dei 
cristalizador. 



Ejkkcicto 03 
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65. Conooìdas las proyecriones de 
un tiranti ilo oblicuo con res¬ 
acelo a ins dos pian OS de pro- 
yceeión, eneo nli/ar su v ardacieia 
lungitiul. Eneon*r;j.r lunilùén las 
}/ii'»>tìùiwiL's« uè un punln Miua- 
do sol»re una de las arLstas. a 
mia il is lancia dei'la de unu do 
los e vtreinos. 



£jercic*o 6& 







Capìtolo Vili 


KOTACIONKS 


§ 42. INTRODUCCION 

1. — Dada la representaciuri de una figura mediante el metodo 
Monge, conviene a veces (incontrar la analoga representación de està 
misma figura, después de hacerle describir un movimi unto de rotación 
alrededor de un eje, generalmente perpendicular a uno de los pìanos 
de proyección. 

Se sabe que entonr.es cada punto de la figura queda siempre a 
la misma distaneia del eje. 

2. —Si el eje elegido es perpendicular al plano horizontai, su 
proyección horizontai es, conio ya sabemos, un punto; su proyección 
vertical es una roda perpendicular a la linea de tierra. 

Si el eje es perpendicular al plano vertical, su proyección vertical 
es un punto; su proyección horizonta.1 es perpendicular a la lineo de 
tierra. 

S 43. UOTACION DE UN PUNTO 

1. —Se sabe que citando una figura haìlase animada de un 
movirniento do rotación alrededor de un eje fijo, todos sus puntos 
describen arcos de 
circunferencias cu- 
yos planos son per- 
pendiculares al eje 
de rotación y cuyos 
centros estan sobre 
este eje. Adeinàs, 
los radios voctores 
ite los distili los puri- 
tos di'sctibcn óugu 
los (•('liliali'- igun 
les durante tiempos 
igunles. 

Imagi ile ni ns 
quo la figura gira 
de un fulgido de ro¬ 
tación 0 alrededor 
de un eje vertical y 
que P sen uno de sur 
puntos (fig. yORj 



Pio. yna 
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Observamos uue el piano al 
movono pura dea ■ dm; un arco de 
amplitud lì cori centro en C y rame 
CP, permanece en un plano paralelo 
al plano horizontal, y corno loda fi¬ 
gura paralela a un plano se proyecta 
sobre òste en verdadera magnilml, c-> 

arco PP' tiene conio proyección ben 

contai PiP\ = PP su proyección ver- 
tical es, en cambio, el segmento de 
recta P'J y ’ 2 paralelo a LT. Quicre de 
cir entonces que, cu ondo el [mulo P 
del espaci» dcscribe un arco de 
amplitud 0 y radio CP, su proyec¬ 
ción horizorilal Pi describc un arco 
de centro C u amplitud 0 y radio 
C\Pi — CP ; su proyección vertirnl P« 


se traslada, mientras tanto, 
para lei amente a LT. 

La representación es da¬ 
da por la figura 209. 

t. .-Es fàcil compren¬ 

der può si el panilo V gira 
aiuole inr de un eie perpendi 
fidar ni plano verlnnl, romita 
una representación conio la 
indicada en la figura 210. 


§44. ROTACION 
RECTA 


DE UNA 


1.— Como dos putì 1 os 
determinar! una recta, basta, 
evidentemente, hacer girar cs- 
tos puritos para tener la nuo 
va representación de la recta. 
Sen (ri, r->) la recta da 



\ 

i 1 

h. 

■2 

\j\ 


! 





L 





i 

j 





j 


_ 

1 

ir 


fi 


Fio. 210 


da, (<?,, é? 2 ) el ejc de rotación y 0 205° el fingalo de rotacimi. F.lepi- 

dos dos puntos cnaiesumora de la recita, (di, A$) y _(#i, i x,r 
ejemplo, se a plica a cada uno de cllos la consti ucción in di rada en >9 
paragrafo anterior y ,-e <<bl icm-ii la:- ouriv.s p:m\<a fu ues w, >..) m 


parafi 

ìa recta (fig 


211 ). 


2. — El problema anterior puede set resuelìo en otre icrm.i 
Consiste en hacer girar el pie de la perpeiidKuutr commi a t " 
dada y al eje. Como el eie es veriicab la perpeudo iiiar * *-nmti ■ 




HO t AClUNLiS 


Il, 

lini ìzoiilal y sus pi oyetcioues sua C.'j l\ y ('- 2 (’ 2 (fif*. 212), sÌoihIm 
{I*i, P 2 ) ri pie de la péipoudituhir. Dospues di' la miación {Pi, I'-. > 
se vuelve (P[, P 2 ). Como la perpendicular coni un sigue siendo hori 
zontal, la nueva proyección horizontal r\ de la retta dada sera per¬ 
petui iridar a C\ P\. Para determinar r 2 se hate pirar otro punto de r, 
por ej empio, la traza (Il i, H-±). 1 .a nuova pruyetoión horizontal H\ 
de II debe estar sobre r\ y de tal modo que (\ II , — C, H\. 





Kk; :MJ 


Los triàngulos retta rigido:. (j /', !> y ( '■> ' //, .-vii ipa.iiv p. 
I.IICT < \ !\ <\P\ V C ■■■"■Ci //, lnr;,o, P,fJ; PAI.. ltl,.n ■ 1 . 

■ l'ir |i<‘i milt > aironi ", rn fnnn" il'";. ;■> l !\ 




ROTA CÌONES 


l'ÌJ 


S i.'. iiOi’Ai K)N DE UN PLANO 

L La rotación de un plano se ottiene haciende girar los eie 
menlos geomótricos que io determinar!, esto es: tres puntos no siluados 
en linea roda, mia recta y un punto, dos rectas del plano. Las nuevas 
proveei iones de eslos elomentos definen el plano en la nuova posirìón. 

/\si, por cjempio, el plano dado por las rectas (a u o 4 ) y (Jb,, b u \ 
de figura 214 es definido después de una rotación de 120 alred'-tiui 
dei eje vertical (e h e?) por las nuevas proyecciones (a!, a',) v 
<b\, b',) de sus rectas a y b. 



2.-.En munrrosos problema^ resulta óliì u* . e aj ■.), <]i;i> 

una figura sit.unda en un plano apare/.ca, despue-' de una rolación, <f,u 
una de sus proyecciones rechi rìda a un segmento, en forma no,doga 
a lo que se ha hecho en 2, §30. La rotación a ofocluar es. corno se 
comprende, aquella capaz de hacer que el plano de la figura so 
v nel va perpondicular a uno de los planns de proyet. r.ión. 

Tra tese, por ejcnìplo, del triangnlo <A,R,(' U AP,.C) ! fi ; . pio. 
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ita 

Nos proponemus, mediarli.» una oporiima rotai ión, liacer que ri 
plano ABC resulle perpendìcular ai plano vellicai. 

Elijamos conio eje do rotación la nvla vertical (f?i, e- 2 ) quo pasa 
por el vèrtice A. 

Para que el plano ABC resulto perpendicular al pian» Jto basta 
quo una retta de ABC soa perpendicular al plano r ;; . Considerando 
entunoes la horizonlal (h\, h») de ABC ejeculenjus una rotación tal 



Fig. 2,15 


quo coloque a osa roda pe.vpondieulaniienle al plano :r ;; . l’ara osto 
basta llevar la «ormai a la proyeeción h x basta la pusioión AìQ[ 

para lei a a LT, y trazar luogo h\ jierjiendicular a AiQ[. Sobre h\ 
dolam i i na use eri seguala P\ y B\. Para ubicar C\ so balla e! punto do 
intersección de .4,/’' y el arco de ciminlerencia con centro en A, y 
radi» A/', l a nuova posinoli del hlnnonlo dado os AJi\( ' < <-n 1 r 

proyeccióu voi tu al se nbùene ri sogna»; in I 14 angui» qc 
oste sermionto forma cori LT es el angui» que ol plano del triaegid-' 
forma después do la lotac ión con el plano irr,. 

•i. Mediante una seguii'!» n-ta.'ióu alrededor do mi »]o por 
aeri di' ul»r al pini" : • i ( ■ > ' ! ■ ■ .,! ilenot s. ■ la \ <■ t < ì r 1 4 < , "•■■P »*■■!"! 




triangnlo AH(.. yu. gtrado cu ri i limimi rmtcrior. Basta rotar la posi- 
cion obtouioa 1 tasta lincei I.i ] mi <iIrl.i ai plano rti. La proyeccióii sobre 
oste plano da la verdadera mteiiuud. 

Es Io qiio so ita 1 ledili imi la figura 216. 



4. - -Los problema^ de roLacióti de figuras planai' n-->uh • ■ ■ •.-« 
NìiMiipre siili pii fi cad os citando se coitomi, cosa que no sieimov ■ u: 
lus trazas del plano ile la figura. 

Veamos entonces cónno se determinati las nnevas tra/a.i 
plano cuamlo òste lia sufrido una doti nninada rolnción. 

Eri in figura 217 (at, as) es el ninno dado. E! rjo os ; e, r-./\ 
Paia rifocillar la rnlacinn si.' Iiatoiì. : ir;:r. ■ * r ; eoi un a 1. d- 1 1 .. - 

t.des del j il ano tutta <ltr eJìns puede mt su t !•.•••/.ì liuri/.unl il •- ,i, ; 
Imutales (una de ollas [modo sor su trazn lor'ictd). Si el [Minio ..u 
'ine el ojo encuonlra ol plano es cmnoeidi'. ((imo id pennanorr mn.-Wd 
Inr.nile la rularjón, se linee girar solamente ima ri- la del j ì ui.i 

f ,n nnostro raso lienms dotormmado im ••evi i el punto l } cu que 
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.'ì < •• ■ . i("i :.;i -il.ir:»». (ìir.id.ì ht ìni/.;i <i t rie' ut: .iugulo ’) i; .. • : 
dado ■ l 111• • (juiida dei’inkJo et ì su nuova pusickin por a[ y el poui-:, 
(£b. Ks iacil iijar entonces la posición de la nueva traza ver- 

tic.ii 

■">. ì )= t > i-: un plano mediante sus irazas et. y < 12 , resol vanni-* me 
diami. 1 : : i ■ 1 i liti. niiiilc rotaeión un 'problema analogo al coiu-idei-ulr- 
en pimi.» il 1 le estri mistno paragrafo; es dedr, hagamos que <-l plano 
resulto, . il. su nueva posición, perpe»dicu.Uu* a trac de los planos de 
proyecció. 11 , al vertical, por ejcix?])lc. 

Et eie de rotaeión debe ser vellicai (fig. 218), girandosi? la tra/j» 
aj ha sta obi enei* a\ perpendicular n LT. La nueva tra za vellicai pasa 
por la pmyr-cción verl.it: al del punto P eri que el eje encucnlm ai 
plano a. 

S 48 U'J tC.ii.'iON ics 

1. Ilneer (ino mia roda resuite paraiela al plano vcrtical. 
Cuamlo unii roda es paratela al piano vertical su proyeccióu 
horizontal es paratela a LT. Si la re da dada es entonces (ri, r-,j 
(fig. 21 V»), busta considerar un eje de rotaeión vertical, el (pi, <%), pot¬ 
ei empio, v liacer girar le recta basta que su proyeccióu iiorizontm r\ 
resu!lo paraiela a LT. J..as rmevas proyecciones de la recta dada suo 
rj y v un segmento cualquiora de està recta, el PA, por <de.rnj.Ki. 
;iparere en tainaùo reai en 

Teliamo'- - asi un prue mi irniente para ballar la vcrdador.i ma;.; 
nilud di' mi s».gnionlo de roda dado pur sus proyncciones ij'ip ‘(Hi 



Va. ■> 





Fig. 220 



2. — Hacpr quo una recto resulto paratola al plana horizontoi. 
En generai, una recta es horizontal si su proyección vertical es 
paratola a la linea de ti e tra. So comprende entonces sin dificultad la 






ItU't AUUNES 


1 « 


represonlacióu de la figura 221, cri | ; , inai ]«, na ia se ha vuoilo 

iioi'J/o/iUil. Las nui'vas proyerckmes de la recto soli /•; y r' y un seg¬ 
mento oi;d(|mera de olla, /VI, por riempio. tiene corno verdadora mag 
tiilud I\A\. 

_... ^ mi segmento < nai(|uieni |ior sus proyccciones ÀJi, y 

AJU, por e j empio, su lamafio real es eì segmento ÀÌB' (fig. 222). 



3. - Hai lar la ver da dora magni tud de una figura plana por trian¬ 
gola ción. 

Veamos primevo un triangulo niakjuiera (A,/>’,C h AJi■/'..) (fi 
gura 22.3). l-.I problema de enarri trai- su vordadera magniliul va ),> 
hemos resuello en 3 del paragrafo aule rior. Pài forma muy si m pie 
imede llegnrso al lirismo residualo usando para caria Indo el procedi 
oriento iodicado en los numems 1 y 2. 

Constrnido el triangulo en ABC (fig. 221), oste triàngolo es 
igual al triangulo del espacio. 
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cmitcnidit en c! ]>!.=!?»'■ do tra/.as «, y 
Iviodiati io Lina ]>r i'ii ■ era miai iòti 
«’ = (a', il '..; . i serperidi<. ularmente al 

os ufi;, ria 1;; ! r . r-\ ds- < - • 1 i '• r d.* t ■■ ■ 1 


Tratóndose de un poligono 
puode conseguirse su verdadero 
magiiìtud dividióndolo en tri fin 
gnlos y hnllando la verdadera 
magnilud do rada uno de ellos. 

E1 procedimiento de la 
triangulación aplicase en impor 
tantes ]irobìemas de desa crollo 
do superficie*. 

4. — Enron trar la ver da de 
ra niagnilud de una figura cuan 
do se conocen la? tvazas del pia 
no al cu al pertenoce. 

Tj por r-jempio, elei 

t.rinngulo i AB jC,, /4 ; .B s C»i 
ow (fig. 2 : Ì6). 

so Uova (d plano r; a la posjción 
plorilo vorticai. E! eje utilizar!» 

, -ifio. - . ..tu't do! ! i iót i 
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gaio son {A[B' X C' V A’ 2 B’ 2 C’ 2 ). Luogo so baco ima sogunda ro la clan 
utilizando corno ejc la traza a\ hasta que eì plano a coincida con el 
plano horizontal. El triàngulo aparece seguii su verdadera rnagnitucl 
en A"B" r C”. 

5._En la figura 226 se da la pianta y la clevación de un tedio. 

Se pide el dibujo en tamano reai de cada falda, asl corno su pendiente. 
La altura MA de la falda ABC a parere en verdadera magnitud en 
M^4 2 . Conocidas la base y la altura M»A„ puede construirse el 

triàngulo C 2 B' 2 A 2 . 

La pendiente es _ 


Pi ” 


/V 3 /la 
C2N2 


= tg a. 



Para la falda AEDtì observemos que su altura es dada por las prò 
yeccioncs N t Ai y N 2 À S . Mediante mio rota ción alrndcdor de un ejc. 
perperidicular al plano horizontal se tiene en N'^As su ve rdadera *nag- 
nitud. Conocidas las bases y JÉaA* y la altura h'. 2 A 2 . puede cons¬ 
truirse en D,C. 2 A\JFA el tamano reai de la falda. Su pendiente es 


N ? A A 

WNs 


tgP- 
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HOTACIONFS 

Generalmente se h.ice 

("W; - NW-l 

debiéndose tener enl.onces 

pi P 2 , 

para lo < ual basta que lhA u é-VVi, , sean hisectrices de los angu 
los Di, C u ... 

6. — Determinar el angolo que fonnan dos rectas. 

Sean «ss (rz l5 a s ) y bn-, (£,, b-j) las rectas dadas (fig. 227). 
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Mediante una rotación alrededor del eje [e u e- z ) perpendicular 
al plano horizontal se hace que el plano del angolo se proj'ecte verti¬ 
calmente segun el segmento Una segunda rotación alrededor 

del eje (e[, e' 2 ), que pasa por B! 2 y es perpendicular al plano vertical, 
permite ottener en A\C"B\ la verdadera magnitud del angulo pedido. 


EJERCICIOS 



67. Resnelto el problema anterior, hacer 
dadera magnitud. 


66. Dado el triàngolo ABC. por sus 
proyecciones, hacer mediante una 
rotación alrededor del eie verti¬ 
cal que pasa por B, que se pre¬ 
vede segùn un segmento solite 
el plano vertical de proyecrinn. 


el tiidngulo ABC aparozra en ver 
un punto dado. 


que 

68. Dado un plano, hacerlo girar basta que pase por 


69. Dado el cuadrado ABCD, por sus 
proyecciones, hacer mediante una 
rotación, que su diagonal AC apa- 
rezca horizontal. 



EjURCICtO 6? 






Capitulo IX 

REBATIMIENTOS 

} 47. OPERACIONES GENERALES 

1. — Dada una figura F perteneciente a un plano «, se (lama 
rebatimiento de F sobre otro plano P la posición (F) que adquiere 
la figura F cuando el plano a gira alrededor de su ìntersección con [1, 
en un sentido u otro, hasta coincidir con el mismo plano p 

Generalmente se toma P paratalo a uno de los planos de prò- 
yeccióu, y entoneos, efectuado el rebatimiento, la figura F a parere 
6egiin su verdadera magnitud en una de sus proyecciones. 

La operación inversa, es decir, la que vuelve la figura rebati 
da (F) a su posición primitiva F, recibe el nombre de relevami ento. 

2. — Supongamos un plano a detemiinado, por ejemplo, por dos 
de sus rectas a y b (fig. 228). Mediante una rotación alrededor de 
una de sus horizontales h es posible colocar a paratelo al plano bori- 



Fio. 228 
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zontal de proyección. Habremos rebatido asi el plano a sobre el plano 
horizontal {1 que pasa por h. 

Sea P un punto de et. Deseamos encontrar la posición de P 
cuando a, girando alrededor de h, Ha coincidido con (3. 

Bajada la perpendicular PQ a la horizontal h, el punto P descri 
be, al efectuar el rebatimiento, un arco de circunferencia, de radio QP, 
situada en un plano perpendicular a la recta h. Si enton ces, d esdo Q, 
en el plano (3, se conduce la perpendicular a/iy se toma Q(P) - QP, 
el punto (P) es el rebatomento de P. Es facil notar que QP es la 
hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos son: PP igual 
a la distancia de P al plano (3, y QP' igual a la distancia entre el pio -P' 
de la perpendicular por P al plano p, y Q, centro del arco quo describe 
P al rebatirse el plano a. 

3. — Las consideraciones anterioi'es nos permiten hacer la repre- 
sentación del rebatimiento de P (fig. 229). 




hkhatimu-.nios 


161 


LI arco clt’-icnpii; j;or P sa prn\vi éi b.ori/oiitabnr'ili ..i-.mii la i 
poubii m 1 <ti‘ |.:or P\ a h t . Sobre està perpeudi calar deheinos ubicar lo 
proyccrión horizoMal di'l rebalimicnlo de P (lonsi.myam <» rr, i< ; -s 
corno figura auxiliar a! tri/uigulo i e> t.mpnlo nombracio i n <1 rum. m 
antarior. Uno do sns catelos e» QPt, di.sluncia del pio P' al .entro Q 
del arai. I*ll otro cuti lo es d segmento l\R — P'JP- 2 , disilluda iL P ai 
plano fi. J .Invado enionres sobre la rodo P t Q, a partir do Q. el s ..g 
mento Q7Ì, so obliato on (P)i la pioyerrión horizontal de la nic-va 
posinoli do P. Su proyccrión verri irai es (P) :2 . 

•1. Lai lornio analoga, mediante ima rolación alrededor de ima 
de sns fronlaler. predo obtenersc d rebaliniiento de un piani» arine 
otro para ledo al plano veri inai de proyección. 

§ 48 - KFBATIMIENTO SOBRE UNO DE LOS PLANOS DE PROYKCOtO.Nf 

1.— LI rebai indento de ima figura se Ilare casi sierripre sode 
Uno do lus planos de proyccrión. y nitonces el eje de rota ad i ì i 
sino In tra za u t o a- elei plano a que contiene la figura. 

Ed- la figura 250 se .mnostra el rebatiruienlo de un punto P del 
plano « citando oste, girando alrededor de su tra za horizontal- a t . linea 
a coincìdir con d plano rr,. 



Lo in usino rjue eri el caso mas generai estudiado en el paràgrafo 
(interior, el punto P desrrihe un arco de drcimferertcia de radio QP 
utuado eri. un plano perpondicular o la tra za «t. La jxisi dòn fina) 
ds (P) sobre la nonna! por Q a a, y a una dista ri da Q(P), qui- es dada 
por la hipolenusa del Inangulo redangulo QPJ‘, cuyos cateto.-; som 
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l\l\ igual a la tota dai punto P, y QPu igual a la distanda di' la 
proyección hori/.untai P] a la trnza horizontal «i rial plano a. 

Est a mas en condiciones, asi, de dibujar la figura descriptiva del 
rebalimiento de P. 


Q;/ 

✓ 

/ 

* 



FiG. 231 


Conducida por Pi la perpendicular p a ai, designado con Q el 
punto de irxtersección de està perpendicular con ai y construido el 
triangulo rectangulo que tiene corno catetos los segmento.? PiQ y 
P^R ~ P 0 P-> (fig. 231), el rebatimicnto (P) del punto P se encuentm 
sobre p a una distancia de a t igual a la hipotenusa QR del triàngolo 
rectangulo construido. 

El rebalimiento sobre el plano rt, puede ser obtenido tambien 
girando a en sentido contrario ni del caso anterlor. La representación 
que resulta es entorices la indicada en la figura 232. 

2. — En la figura 233 se ha hecho, en cambio, el rebatimienlo 
del punto P = (P x , P u ) sobre el plano vertical girando alrededor de «j. 
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3. — Dada una recta r^(r 1; r 2 ) (fig. 234) de un p. m 
a ea (ai, 02 ), es fàcil encontrar su rebatùniento (r) sobre uno de 
los planos de proyección, el horizontal, por ejemplo. Basta aplicar 
a dos cualesquiera de sus puntos el procedimiento indicado en 1.. 
Para sixnplificar podemos observar que durante el rebatimicnto la 
traza Hi de la recta queda fija, y entonces el rebatùniento de r se 
obtiene en seguida uniendo Hi con el rebatirniento (P) de un punto 
arbitrario P de la recta dada. 



En vez del punto arbitrario P de r puede elegirse su traza per¬ 
ticai. Es lo que se ha hecho en la figura 235. El segmento H X (V) 
ss la verdadera magnitud del segmento f HV del espacio. 

4. — Sea un plano aE=(ai, og) (fig. 236). Queremos rebatirìo 
sobre el plano horizontal determinando la nueva posición de su traza 
perticai. 
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Al et celli ar el rehailimonio nlrededor de m vi punir* O no so 
muove. l’ara ballar el rebalmiicnlo de ir. basta entomes considerar 
otro cualquiera de sus pnntos, el (P u /A), por ejomplo. Su reb.ili- 
miento os ( P ). Uniendo O y (P) se tiene el rebatimienlo (02) de la 
traza a->. En cuori lo a la traza «j, su posición no ha vnriado. 



Fio. 235 


Se tiene osi en el angulo de lados (« 2 ) y ai el rebatdmiento de 
In porc.ión de plano rt comprendida entre sus dos trazas. 

En la figura 237 se ha rebatido a sobre el plano vertica). 

5. — Si se obsorva (fig. 236) que la distancia Ò/A es igual a 
O(P), se comprende la construcción indicada en la figura 238, que da 
mi forma simplificada el rebatimiento del plano a sobre el jtj. 



/UBA 7 IM TENTtìS 
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(.di ivi'iiii! cu t) y i.iiìio m: ha enrhidn un r P.,) Ì,i perpnn- 

dicuJnr por P\ a la Inr/.i m. 

6. Dado-» un plano a mediante mis trazas «j y a-» y uria de sm 
horizontales hs&i (/; l5 h 2 ), es facil rebatir està recta sobre el plano te, 
de proyección. 
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Ha Ila do ei roba Uni ionio (Vi de la ira za veri ioni (fig. 239) ro¬ 
mita on segui da («a). Va paratela per (Vi a la iva za in da el re Vi 
limicntu (/;) de la horizontal considerada. 

I 49. RELEVAMIENTO DE UN PLANO 

1.— Conocidas las dos trazas de un plano rebntìdc sobre e! plano 
«i, relevar ese plano, determinando la tra za verticnl. 

Tratese del plano rebatido {_a lt ( a 2 )] (fig. 240). 

Para volver a encontrar a? basta rehncer cn orden inverso las 
uporaciones indiradas en los numeros 4 y 5 del paràgrafo anterior. 
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Siguiendo las operaciones del nùmero 4 se procede asi: 

1» Se traza por un punto cualquiera (P) de (a 2 ) la perpen 
dicular a la traza horizontal «i. Se marcan los punt.os Q y Pi en que 
esa perpendicular encuentra ai y LT. 

2® Se construye el triangulo rectàngulo RPiQ, del cual cono- 
cemos el cateto PiQ y la hipotenusa QR — Q(P). 



Fig. 239 


3® Sobre la perpendicular por P 3 a LT se marca P 2 tornando 
Ì\P 2 = Pjt. 

4’ Se une P> con O. 

Siguiendo el procedimienlo indicado en el nùmero 5 se procedi', 
en cambio, asi: 

1® Se traza (fig. 241) desde (P) la perpendicular a la traza «i 
y se marca el punto P 3 sobre LT. 

2® Se levanta por Pi la perpendicular a LT. 

3® Con centro en O y radio 0{P) se describe un arco hastn 
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determinar el punto P> sobre la peipendicuìar lcvantadn por P t . 

4 9 Se une P 2 con O. 

2. — Sea un punto ( P ) de un plano rebatido. Se desea hacer 
su relevamiento, es decir, ballar sus proyecciones P, y P 2 . 

Sean a! la tra7a horizontal del plano y (ra 2 ) el rebatimiento 
de la traza 02 (fig. 242). La proyección horizontal del punto estara 
sobre la perpendicular por (P) a la traza a t . Por otra parte, el 
punto (/?), intersección de està perpendicular y de (o^), es el reba- 



Pig. 242 


timiento de un punto de la traza oq, cuyas proyecciones podemos 
hallar facilmente. Basta construir el triangulo rectangido SR 1 Q 1 , del 
cual conocemos el cateto Q 1 R 1 y la hipotenusa Q X S ~ Q X (R). Llevado 
sobre la perpendicular poi *?, a L7 el segmento R x R 2 — RiS se tir 
nen las dos provecciunes del punto R de la traza vertical a 2 - 
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Ooniderada la retta cuyo rebatimicnto es (P) (R) es fèdi de¬ 
terminar Pi pi imero y P 2 después. Si se desea, puede completarse la 
representadón haciendo pasar por TU la traza oj.. 

3. — Mas comunmente se empita otre procedimiento para relevar 
puntos de un plano rebatido. 

Tratese del plano rebatido en ai, (a 2 ) (fig. 243). Queremos rele¬ 
var los puntos A, B y C del plano conodendo los rebatimientos (A). 
(B) y (C). 



Fig. 243 


Para ballar ìas proyecdones de A, B y C se consideran las 
Imrizontales correspondientes. Sus rebatimientos son paralelas a a> 
I 11 "' M), (B) y (C); sus proyecdones se obtienen facilmente rele- 
vinido sus trazas vcrticales. Llevando después desde (A), ( B) y (C) 
lirrpendiculares a la traza a, se determinan A lf B 1 y C v Lineas de 
i nIVTenda fijan luego A 2 , B 2 y C 2 . 

Puede completarse la representadón trazando a 2 . 
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§50. REBATIMIENTO DE UN PLANO PERPENB1CI LAK A UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCION 


1. —EU rebatimiento de puntos y rectas de un plano se simplificn 
cuando éste es perpendiculai - a uno de los pìanos de proyección. 
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La figura 244 
mues tra la n u e va 
posi ci ón de un pun¬ 
to cuando es rebati- 
do sobre Jtj el plano 
vertical a al cual 
pertenece. 

El eje de rota 
ción es «i y P se si¬ 
tua en (/ J ), sobre la 
perpendicular a aj 
por Pi y a una dis 
tancia Pi ( P) i gual 
a la cota PJ’ del 
punto. 

La representa- 
ción està dada por 
la figura 245. 



Fio. 245 
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2. — I,a figura 246 da, en cambio, el rebatirniento del niismo 
plano antorior sobre el plano x-> de proyección. 

El eje de rot.nción es « 2 , siendo (P) la nuova posición del punto P. 

3. -— Sabiendo hallar el rebatirniento de un punto se està en con- 
diciones de construir el rebatirniento de una figura de un plano. 



l'io. 216 


En la figura 247 se ha hecho el rebatnnienlo del cuadrilatero 
ABCD , perlenecienle a un plano porpendioular al plano horizontal. 
Sobre or,, se obtuvo (A) (B) ((') (D); sobre ir-., (A)'(By(C)'(D)'. 
Ambas figuras dan la verdadera mngnilud del cuadrilatero ABCD 
del espacio. 

4. — Io figura 248 da el rebatirniento sobre cada uno de los 
planos de proyección de un cuadrilatero colorado en un plano perpen- 
dicular al plano ver ti cal. 

Los dos rebatimientos dan, corno en el minierò anterior, las ver- 
daderas dimensiones del cuadrilatero. 

#51. RELEVAMIENTO DE UN PLANO PKRPEND1CULAR A UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCIÓN 

1. — Dada una figura cualquiora de un plano perpendicular a 
tino de los planos de proyección. berrios visto en el paràgrafo prece- 



16 + 


D. DI PIETRO. — GEOMETRIA DESCRITTIVA 


dente corno se obtiene su rebatimiento sobre el plano Ttj o sobre el 
plano X 2 . 

El problema inverso, que ahora consideraremos, consiste en en- 
contrar las proyecciones de una figura de un plano perpendicular a 



(Dì 
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uno de los de proyección cuando se conoce el rebatimiento de la figura 
sobre el plano ai o sobre el n?. 

2. — Supongamos que se ha rebatido un plano vertical a sobre 
el plano horizontal. Sea ( P ) un punto cualquiera de a (fig. 249). 
Queremos volver a encontrar la posición inicial del punto P. 

Basta volver a ejecutar las mismas construcciones indicadas en 
a ai da P,; luego, la perpendic ular po r P y a LT permite fijar P 2 a una 
distenda P 0 P-i de LT, igual a Pi(P). 

1 del § 50, pero en orden inverso; es decir, por (P) la perpendicular 
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3. — Como aplicación consideremos cl problema siguiente: dado 
un plano perpendicular al plano vertical, construir las proyecciones 
de una circunferencia contenida en esc plano conociendo el centro 
y el radio. 

Sean (fig. 250) (ai, ae) el plano, r el radio y (Oj, 0- z ) el centro. 
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Recordemos antes que la proyección de una circunferencia sobri: 
un plano es una elipse c.uyo eje mayor es la proyección del diametro 
de la circunferencia paralelo al plano de proyección y cuyo eje menor 
es la proyección del diametro perpendicular al primero. 

Consideremos entonces corno rebatido sobre Jt 2 el plano dado a. 
El centro O estarà en (O) y la circunferencia de radio r nparecora en 
verdadera magnitud. 

Hagamos ahora el relevamiento. 
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La proyección vcrlical de la circunferencia es el segmento C Z D S 
de la traza «a, igual al diametro de la circunferencia. 

Eì diàmetro (A)(B) se proyecta horizontalmcnte en AyB u en 
tamano reni. Da el eje mayor de la elipse. 

___ El diàmetro (C)(D), perpendicular al anterior, da el eje menor 
C i D i de la elipse. 

Un punto cualquiera (P) de la circunferencia rebatida tiene sus 
proyecciones en P s y P s . 


§52. Al’LICACIONES 



Fig. 251 


Hallada la traza horizontal (7/j, HA) de la roda que contiene el 
segmento se hace pasar por ella la traza horizontal m de un plano 
malquiera que contiene al s egmen to. Heclio el rebatimiento sobre el 
plano horizontal se obtiene (/!)(£), verdadera magnitud del segmen¬ 
to considerado. 
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2. — Tratàndose de un segmento aislaclo puedc ballanti su ver- 
dadera magnitud mediante un procedimiento mas sìmple. Consiste en 
rebatir el segmento haciéndolo girar alredcdor de una de ìas trazas 
de uno de sus planos proyectantes. 



construir sobre B x el trapecio A^Bi (B) (A'). 

Si se rebate sobre ed plano vertice!, basta construir, en cambio, 
sobre A 2 B 2 (fig. 253) el trapecio A 2 B 2 {B)(A). 


(Dì 




Fig. 253 
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■ - Jlebnltr mi triangolo dado por sus |u n\ i < c jr,i M i , 
SiM i* A *. ) e*] iriangnlo. k S‘‘ di.'l' t nana !,i ; a/a a* 

del plano que lo contieni*, paia lo cual basta unir las trozas lmri/.on- 
tales de dos lados del triangolo. Los tros vértices pueden sei: rebatidos 
entonces su ce s i v a r ne n te enrplenndo el mètodo penerà! indiando en 1, 
es decir, construyendo para cada uno el conocido Uà angui o rectàngulo. 
En la figura procedimos nsi solamente* para el vertice C. Para el 



Fig. 254 


imi do A bentos pensado, conto ya lo hìciéramos en 3, §48, quo. corno 
In traza //, no se muove durante la rotación alrededor de n u el rebati 
miento de la rocta AC se obtendra untando II t con (C), y corno el 
putito A delie situarse sobre la perpendicular tra za da por Ài a la traza 
“i, la inlorsccción (zi) de està perpendicular y de la recta //, (C) da el 
iflMitimionto de A. F.n forma anàloga se ba proccdido para el punto B 
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4.— Rebatido un plano cualquicra, ballar la posición de una 
figura contenida en él. 

Sean («i, a 2 ) eì plano y el cuadrilalerò {AiB\CiD u A-Ji-zC-Jh) 
la figura. Queremos rebatir sobre el plano horizontal, por ejemplo. 
El eje de rotación sera la traza 0.1 (fig. 255). El rebatimicnto de la 
figura ABCD pucde ser obtenido, naturalmente, empleando el metodo 
generai, o bien corno en el ejercicio anterior. En la figura el punto 
(A) fué hallado considerando la horizontal (Vi Ai, V 2 A 2 ) del plano a. 



Fig. 255 


Està recta se situa, una vcz herlio el rebalimiento, segun li 
paratela por (E) a la traza <n. Su intersección con la perpendieuìa. 
por Ai al eje de rotación fija el rebatimiento (A) del vertice A. I-" 
igual forma podria procederle para los demas vértices. No lo fucini" 
asi en la figura. Ifemos utilizado ri mètodo soguido en el ejord< i" 
anterior. Asi, para el punto D hemos unido la traza horizontal de !■ 
recta AD con (A), y entonces la perpendicular por D, al eje u, detei 
minò (D). 
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La figura (A) (B) (C) (D) da la verdadera magniLud del cuadri 
latero considerado. 

- Hallar la verdadera magnitud de la sección producida en un 
prisma recto por un plano cualquiera (fig. 256). 



Se determinali primero las proyecciones de la sección. La hori- 
"intal A 1 BiC 1 D 1 coincide evidentemente con la proyección bori/onta] 
Ini prisma. La proyección vertical se obtiene aplicando el procedi- 
■ul«>nto indicado en 12, § 30. Se hace después el rebatimiento. 

6. — Hallar la verdadera magnitud de cada una de las faldas 
Ini tedio cuya pianta y elevación se darx en la figura 257. 
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Rebatiremos cada falda sobre cl plano horizontal BCEF. El roba 
timiento de la falda ABC se ottiene baciéndola girar alrededor de B 1 G i . 
Como la altura MA del triangolo ABC aparece seg uo su verdadere 
magnitud en M 2 A 2 , basta llevar este segmento en M 1 (A). 



Fio. 257 


Para la falda BADF se Ha hecho el rebatìmiento del punto /> 
utilizando corno eje de rotación F i£i. 



El segmento QP - {QiPi- 


7 . — Hallar la distancia de un 
punto a un plano. 

Sea un plano a y un punto 
situado fuera de él (fig. 258). 

Si desde P conducimos la per 
pendicular al plano y Q_es el pi' 
de està perpendicular, QP sera !•> 
distancia del punto al plano. 

Supongamos entonces un pi' 
no dado por dos rectas paralelas " 
y b (fig. 259) y un punto exteri-" 
p. Empleando el procedimiento m 
dicado en 2, §35, tracemos des.l. 
P la perpendicular p al plano ■ 
determinemos su pie Q. 

>7 P 2 ) es la distancia pedida. Ih" • 
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ballar su verdadera magnitud basta rebatir gii andò alrededor de Q, P,. 

En la figura 260 ha sido resuelto el mismo problema para un 
(iluno a dado mediante sus trazas. 

8. — Hallar la verdadera magnitud del àngulo formado por dos 
inctas. 
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Se rubate el plano del angulo alrededor de una de sus trazas.. la 
horizontal, por ejemplo. En las figuras 261 y 262 se dan las solu- 
ciones espacial y descriptiva. 


/ 



Las rectas dadas sou rr-= (ri, r 3 ) y s= (si, $2)* sus t *® 2 ® 8 h° r ' 
zonlales son (fl,. R*) y (S u <%'). Al rebatir alrededor de la tra za I, 
los puntòs R[ y Si no se nmeveru el puri lo ( 0 1, Oo) es rebatido ein 
pléando el mètodo generai. El angulo 7 ?i( 0 ).S\ cs el angulo pedalo 

9. — Hallar la verdadero niagnilud del angulo formado por <U 
planos cualesquiera. 

Se sabe que si se coita un diedro mediante un plano perpencun 
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lar a la arista, se ottiene un àngulo plano ( secciài i nomini), cuya 
madida es la madida del diedro. Se aabe también ijue los lados del 
àngulo son perpendiculares a la arista del diedro. 

Sean entonces a y P los planos dados y MN su intersección 
(fig. 263). Cortemos el diedro iormado, mediante el plano y, per- 
pendicular a MN. 



La traza horizontal y% del plano sector es perpendicular a la 
proyección horizontal MiN\ de MN (2 del § 35), y las intersecciones 
VA y VB de y con a y P forman el àngulo pedido. Por otra parte,_el 
segmento CV es perpendicular a la recta MN y también a la base AB 
del triàngolo AVE. En efecto, corno MN es perpendicular al plano 
del triàngulo AVE, lo es a CV, y corno AB es perpendicular a MN,, 
lo es al plano proyectante NNiM y, en consecuencia, a CV. El seg 
mento CV resulta, de acuerdo con el ultimo resultado, altura del 
triàngulo AVE. 

Veamos ahora corno se procede en la figura descriptiva pare 
hallar el àngulo pedido. 

Los planos dados son (fig. 264): (co, a*) y (Pi, P 2 ). 

La proyección horizontal de la intersección, ùnica utilizada, e:. 
M t Ni. La traza horizontal del plano perpendicular a està recta es y, 
perpendicular a M 1 N 1 . Los vértices en la base del triàngulo AVE son 
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7 I 1 j l<\. lJ(!Si.»j»i<}cc’i>')Os el torcer vertici:-. al quo Jlnmaremos (V). He 
balid.) cl. Inuugulo N 2 N y M x del espado resulta cl triangolo (A 7)N s m\, 
7 ento ncos la posición del segmento CV de la figura espacial sera 
C\(V)' perpendiailar a (N)M t . Se tiene asi la verdadera magiiilud 
de la altura del tri .Iugulo AVB, cuyo rebntiiiiiento sobre el plano 



Fig. 264 


I lori zon tal. gi rando alrededor de yj, es ahora posible. Basta llevar 
e! segmento Cjf V)' en C,< V). LI ànguìo 0 da entonces la veda 
<li>ra magni lud del angulo que forman los plarios a y (1 

10. — Halìar el arigulo que forrnan dos faldas de un tedio 

(fig. 265). 

Las faldas considcradas son Q1 XtN y PMN. Su intersección es 
«I segmento MN. Tracemos la recta y, perpendicular a MjTV,. Re 
linlido N en (TV) se obtiene en (/V) la verdadera magnitud de 
l« intersección MN de ìos dos planos. Tracemos allora desde Ci la 

twtrpendicular a M^N) y marquemos C X (V) ~ (Tjvy. El àngulo 
Itnscado es A 1 (V)B l . 
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11. — En la aplicación anterior el anguio considerarlo cs sa¬ 
liente (lima tesa). Determinaremos ahora la verdadera magrutud 
del àngulo entrante (lima hoya) que forman dos faldas de un techo 
(figs. 266 y 267). 


n. 



FiG, 265 


FI procedimiento empleado es igual al del caso anterior. con la 
ùnica diferencia de considerar el plano horizontal de las cumbrera 1 . 
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JKO 


F. I F R eidos 





Ejrrcicio 70 


70 A partir do] punto P y Ilevar sobre la rec- 
ta a == (flj . a 2 ) un sormonto do 2 rm 


71. Hallar la distava ia entre dos rectas paralelns. 

72. Encontiar el rebatimiento sobre el plano vertical de un r-dig.-,'• ■ situane- 
en un plano dado. 

73. Kepi esentar un cuadiado de 3 cm de Indo, situeulo en el oiano a ? - («<.,.(/. 2 ), 

sabiendo que tiene d-'s de sus vérliees sobre la ree» a o ' di) jibn'->. 



74. Dada una retta r __ (rj . r 2 ) trnzarle mia paralel.t a 3 cm de distaricia. 

75. Robatir sobre el plano horizontal una f roti tal de un plano dado 
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B, 


EjEaoioio 7* 

17. Determinili- el augnici que fonm.n dos rectas concurrentes. 
78. Determinar el aiignìci que formali los plano s ABD y ACD. 



A, 


Enj; irla 78 


f 1 *. Hallar la distautia entre dos plano* paralolos. 

UH. A una distancia dada d conducir un plani» paraUdo a un plano dado. 




Capitulo X 

POLIEDROS 


§53. DEF1NICIONES 

1. — Recordemos algunas nociones de Geometria Elemento}.. Se 
dice que dos poligonos son consecutivos cuando tienen un lado cornuti 
y no pertenecen a un misino plano. 

Llamase superficie polièdrica aquella que està formada por vario 
poligonos consecutivos. Estos son las caras de la superficie., 

Los vértices y los lados de las caras se denominali vertici s y 
aristas de la superficie poliedrica. Los diedros comprendidos elitre L 
planos de dos caras consecutivas son los diedros de la superficie |"' 
liédrica. 

Una superficie polièdrica se dice conuexa si, con rcspecto al piami 
de cada una de sus caras, ella yace toda de un misuro lado. l.'-n caso 
contrario es còncava. Eri los cursos de Geometria Elemental se esiti 
diari solamente las superficies poliédricas convexas. 

Si en una superficie polièdrica existe alguna arista que no sei 
comun a dos caras, la superficie es llamada abierta ; en caso contrario 
es cerrada. 

Una superficie polièdrica cerrada divide el espacio en dos partes 1 
una limitada, encerrada por la superficie; la otra ilimitada. 

Se da el nombre de poliedro a la parte del espacio encerrada por 
una superficie polièdrica (cerrada). 

Un poliedro se dice tetraedro, pentaedro , exaedro , .. ., seguir que 
el nùmero de sus caras sea 4, 5, 6, .. . 

Indicando con c, v y a, respectivamente. los nùmeros de cara;., 
vértices y aristas de un poliedro, se demuestra (teorema de Euler) que 

c + v — a + 2. 

La superficie de un poliedro puede recortarse a lo largo de varia 1 , 
aristas. de modo que al extenderlo sobre un plano no se superpongaii 
dos porclones de dicha superficie. 

Una recta encuentra la superficie de un poliedro convexo, a I" 
mas. en dos puntos. 

2. — Elitre los poliedros, se estudian en la Geometria Elemeniul 
el prisma , la piramide y los poliedros rcgulares. 

El prisma es un diedro que tiene dos caras iguales y paralelir 
llamadas bases ; las otras caras (caras laterale*) son paralelogranm. 
Las bases son poligonos cualcsquiera. 
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1 ,;i .'listini! ia mire In plnnus de la: -11.1 v.■ ■ ji,> 

<U;1 prisma. 

Un prisma cs recto si las caras laterales suri porpoiidinilares a !,-,s 
bases; en caso contrario es oblicuo (lip. 268). 



prisma recho recfangular prisma obiicuo exagonaf 

Fio. 268 

En el prisma recto las caras laterales som rectóngulos y la altura 
e» igual a una cualquiera de las aristas laterales. 

Un prisma es triangular si sus bases son triangulos; cuadrangular 
<i las bases son cuadrdngulos, etc. 

El paralelepipedo es un prisma cuyas bases (y caras paralelas) son 
IMiralelogramos. El cubo es un caso particular del paralelepipedo. 



piramide recbo rectangular piramide ablicua exagona! 


Fio. 269 
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3. — La piràmide es el poliedro que tiene corno una de nis unsf 
un poligono cualquiera llamado base-, las otras caras son trióngulos 
que tienen mi vertice comùn llamado vèrtice de la piramide (fig. 269). 

La distancia del vèrtice al plano de la base es la altura de la 
piràmide. 

Una piràmide es recta (e impropiamente regular) cuando la base 
es un poligono regular y el vertice se encuentra sobre la normal a 
la base por su centro. 

4 . — Los poliedros regulares son sólidos en los cuales las caras 
son poligonos regulares iguales y todos los àngulos diedros son tam- 

bién iguales. 

De la misma definición resulta que los poliedros regulares no 
pueden ser muchos. En total son cinco (fig. 270). 

El nombre de cada uno deriva del nùmero de caras que posee: 




O exaedro 



dodecaedro 


FlG. 270 


icosaedro 
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ri U'ttfiédro borir CI latro r.n.i. t ;ul t ima es un li languì,- oijedbile ■ 
el cubo iì cxaedro tiene sei'- caras t nadradas; e) ocfaedro tiene conio 
cams odio triangulos equi!,Il eros; o! dodecaedro tiene nonio vanis duci 
•pentagonos; el icosaedro tiene conio coras veinte Iri.ingnlos eijuìlóleros, 

Exceptuado el cubo, los otros poliedros regularcs son de escasa 
tmporlancia practica para el tècnico mecànico y construclor. Tienen, 
(in cambio, singultir importando en el estudio de la cristalografia. 

5 54. REJ’RESENTACION DE l’OUEDROS 

1. — I.a representación de un poliedro cualquiera se nbtiene con;, 
truyendo las proyecciones de sus distili los vértices y arislas. 

Tratàndose de poliedros convexos es darò que, imaginado un 
nbservador en el primer diedro y a una distane)a infinita del plano 
iti, mirando en la dirección de la- proyectantes normales a rq, vere 
(|ue algmias arislas del poliedro dividen la parte visible de òste de la 
iuvisible. formando un poligono plano o alabeado que constituye ei 
contorno a parente con resjiecto a :ti del poliedro dado. La proyección 
sabre rti de est e poligono es el contorno aparente del poliedro sobre ei 
piatto hot izjonud. LI < m nel ve inda la proyección horizonlal del polie¬ 
dro In- LI 
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Del mismo modo, imagiuado el obsorvador <1 clan te del plano a. 
y a una dislancia infinita, mirando en la dirección de: las prnyeeianles 
normales a jt>>, vera también corno limite del poliedro un eie rio no 
ligono plano o alabeado, contorno aparente con respecto a x>, clij'ìi 
proyección sobre es el contorno aparente, sobre el. plano perticai , 
del poliedro dado. 

2 . — Para distinguir en la representación las nristas visibles do 
las invisibles tendremns cu cuenta bis regi a s siguienles: 



Fra. 2/2 
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.'il Sabre cada pìann tir pi averi iati e! con In’ e t es rnte- 

ramentc nsiblr y no se pi tede pesar de un punto eisi/de ,, ,/ro inrisi Idi 
sin pesar por et. contorno ripararle. 

b) Las arisias t/i/e cuncurren a un intsn/u rèt tici ■ n„et no a! con ¬ 
torno aparente son ladies risibles o todrrs inrisHdcs. 

c) Si dos arislas se cruzan en et interior dei contorno aparente 
sobri’ uno de los pìnno.s de proyet dòn sin qua se enrt. •// en el espacìo, 
una ex visible, otta invisible. 

Eri efocto, la retta proyectanlc del punto de in tri stvción corta la 
superficie del poliedro en dos puntos pertenerioutes a las dos aristas 
considero da s. y uno solo de ellos cs visiblo: cl de' mover cola si se 
Irata de proyoccionos liori/.onlalcs, el do mayor alejamiento si se 
Irata de provccciones vcrticalos Es òste el rrilerio va apìicado en 2 de 
§31 y 2 de § 32. 

3. - I,a figura 272 dee la reprcscntación de un lelraedrn. E 1 fe¬ 
lonio opalinile sobre el plano liori/.onbd es AiB^CiVi; suine el piatti 
vanitili es A V^Bsfnì. 

Di bes dos aristas cuyas proyerciones VjBt y A } (e < : im 
denti o de) dintorno aparente .subre et plano linriy.ru il ni. un., se: -i 
visiblo, eira invisible. Y tomo la proyectante que dal ermi no P, en 
cucii Ira printero A-JC-. v dospués V»B», la proyección A>(\ se ré in- 
visible y la V \B j visi Ito. 

En forma analoga, de las dos aristas AB y VC, cuyas proyeecio- 
ues vcrticalos se cntuenfran dentro del contorno aparente respeclivo en 
M‘>, es visitile sobre el piano n-, la proyección V 2 C 2 e invisible la A 2 B 2 - 

§55. SECOIONES PLANAS DE SOLJDOS 

1. Imaginemos un sòlido cualquiera. Colocado sobre el plano 
liorizotilal (fig. 273), cortémoslo con una sierra mantenida conslanle- 



Fig. 273 



188 


D. DI PIETRO.— GEOMETRIA DESCRITTIVA 


monte en su plano; el corte hecho constiluye una sección plana del 
sòlido. 

El plano que pasa por el corte, plano de la sierra, es el plano 
secante que determina la sección. 

La linea mixta del corte puede, naturalmente, ser proyectada 
sobre cada uno de los planos de proyección. En est e caso particular su 
proyección horìzontal està sobre la traza del plano secante; la vertical 
es dada, en cambio, por una bnea mixta que limita la sección prò 
ducida. 

2. — En dibujos arquitectónicos, en dibujos de muebles, de eie 
mentos de maquinas u otros es necessario recurrir frementemente a 
secciones planas con el objeto de ver ciertos detalles o perfiles o hi 
disposición interna de las parte? del cuerpo representado, v que, de 
otro modo, no serian visibles. 

3. -- Si el plano secante tiene mia posición cualquiera con res 
poeto a los planos de proyección, la sección sera, es darò, siempre 
plana, pero sus proyecciones ya no daràn la verdadera magnitud del 
corte. Para obtenerla sera necesario recurrir a cambio? de planos de 
proyección. rotaciones 0 rebatimienlos. De cunlquier modo, se ceni 
prende que en todos los cusos los sòlido? a soecionar deben ser colo 
cados, con respecto a los planos de proyección, cu posiciones que 
exijan la menor cantidad posible de ronstrucciones ausiliare*- Ad. el 
arquitecto dibujarà la fachada de un edificio paralclnmente al (don» 
vertical y el mecànico colocarà la pie/a de una niàquina con una rie 
sus caras, o si es posible dos, paratela a los planos de proyección. eli- 
modo que resuite fàcil la obtención de las medidas reales. 

4. — En capitulos anteriores, incidentalmente, hemos re preseti 
tado algunas secciones sencillas de sólidos. Estudiarcnio? allora en 
forma mas completa, <:uanto conciente a està importante apJii.Navi» 
de la Geometria Descriptiva, prescindendo, empero, de aquellos case-, 
que no tienen una reai importancia pràctica para técnicos y dibujante-. 

Para construir las proyecciones de la sección producida eu un 
poliedro por un plano a puede pensarse: 

1® Que los vértices de la sección son los puntos de intcrseccióii 
de las aristas del poliedro con el plano a. 

2" Que los lados de la sección son las intersecciones de las cara 
del poliedro con el plano a. 

Resultali asi dos procedimiientos que nos vuelven a conducir a E- 
problemas conocidos de intersección de una recta y un plano o infoi 
sección de dos planos. 

Si re e? pet'pendiridar a uno de los planos de proyección, la sección 
es obtenida. conio voremos pronto, con toda facilidad. Si a no es pei 
pojidinibir ,i ningmio de los planos de proyección, se puede cambiai 
uno di. e' -f<». de modo que resuite perpendicular al plano o; se opem 
despues conio en el caso anterior. 
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§56. INTERSECCIÓN DE IENA K‘Kt rA 


i n iMM.ii:mm 


. “ Citando una recta r atraviesa un poliedro encucutra la super 

fune polièdrica correspondienle en dos punlos. Para delerminarlos so¬ 
ttace pasar por la recta r 
un plano cualquiera a 
(fig. 274) y se hnl)a la 
intersección de a con la 
superficie poliedrica. Los 
puntos P y Q, comunes a 
la intersección hallada y 
a la recta r, son los pun¬ 
tos pedidos. 

Es òste el mètodo 
generai 



2.- leu los casus 
[iracfit’u. pari inula res es 
conveniente elrgir ei pla¬ 
no a de niodo (jue la set: 
cióu pueda si-r oblenida 
con fadlidad En gene 
tal, se elige el plano que 
|ni >y<eia I nirizoutfi Inienf(- 
a verticalmente la recta 
dada (fig. 275). En el 
uno del prisma se emplea tarnbien el plano determinado por r y poi 
a paralela por un punto de r a las aristas del prisma. En el caso de 
la piràmide usasti a memido el plano individualizado por la recta r 
V el vói lice del sòlido. 



pano que proyeclo ho* 
nzontalmepìp la ree ha r 



Capitul.o XI 
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§ 57. DEFINICIONES Y PltOI’IEDADES 

1. — Dados dos segmentos orientados de una niistna recta, AC y 
CB, la razón 

AC . 

< ìf " 1 

sera positiva o negai iva seguii <jue (.' sea interior o cxtcrior al scg 
mento AB (fig. 276). 

A C B A B £ 


Fio. .176 


Si el punto C recorre loda la rec.ta AB, la razón — varia vxats 

tarttemente, pasando por todos los valores comprendidos entre — <*> 
y + oo. 

2. — Si sobre la recta AB (fig. 2 77) se toma un punto C tal qu<- 

AC _ 

CB 

y otro punto D tal que 

AD ^ 
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ol concilio tic eslas fin.- r; i ^ ■ > ! :, - - 

AC AD 

(lì Di ' ' ' S ~ ° 

renilo el nonibre de rr/zón dolilo, u aiìarmo/iu'// do los cuatro pvmtos 
AJÌ,C,D. Se indica osi: 

(.4 h a D ). 

3- — Sean ni un piano mi punii» i lio O v una recto fija :r ( l'i 
gura ii/8). A cada punto aiiulrarui A del plano hagarnos corresponder 



Fir.. 278 


alro punto A' situado soline la recto O/l, y de tal modo quo si M es 
l'I punto de interseccióu de O/l con X la ràzón anarmdni. a <>AMA r ) 
«m una constante k. 

Ustti corresjlondencia elitre puiilos del plano se llania homoL/oio 
litana; el punto O es d centro de //omofagia y la roda x es <•! cje de 
limnologia; puntos taIcs conio A y A' so lianian f/omòlogo/;. 

Cuando pi punto A dcscribe una figura (F) el punto /V desi rilir 
min figura (I 1 '); se dice quo (F) y (F') soci figuras honiológicas, 

4. — Sea A' un punto ualipii. ra ile X: la reità hi-móa-pa de A'.t 
"* /VA'. En cfccto. so demuostra <jue cu.indo niatj-o iayo^. t des .omo 
W>, NA, NM, DA', que pasart por un punto N, cortan una certa 
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cualquiera, OA, por ejemplo, en cuatro pimtos, O, A. M, A , la razón 
anarmónica de los cuatro rayos (*) es igual a la de los cuatro puntos. 



Entonces, si B' es 

tendrà 


el punto de intersección de OB con NA', se 
( OBPB') = (DAMA'), 


es decir, 
y el punto 


( OBPB ') = k, 

B' sera por definición el homólogo de B. 


~ n Ra7 ón nn ,armònica de cuatro rayos a, b, c. d que se cortan en un punto <>. 

■I -olenti' A 

;e.r> (« , d) 

A ' a'7 ‘ 

sen (c , b) sen (d , b) 
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V ,IM pura olros puntosi y C\ /j y /, ( . U; _ 

Se ve que si dos figurus som homujógi, as. .se verifica: 

l 9 A cada punto y cada roda de mia de alias corresponden un 
punto y una recto de la atra. 

2 V Las rectas que uneri pare, de puntos homólogos pasan por 
un mi sino punto, que es el centro de limnologia. 

Dos iccias (o dos curvas') l.omólogas se cortan sobre una 
rccta iija, que es el eje de homologia. 

5. — Resulta enlonr.es que si se conoc, m (F), Oyxy un par de 
p un los liornologos, conio A y A\ par ejempio, cs faci! determinar todos 
os demas elemeutos de (F'). pues si B es un punto cualquiera de (F), 
se tornirà su homólogo IV rii la iulersección de NA' con el rovo de 
iiumulogia GB. 

. . Uudonios. por ejcjiijrlo. la i ignea homológica del cuadnlafero 

,. bK ' M "° <J c0, dro de huioologia, x el eje y A' el homólogo del 
vertice ,1 (f i;.;. 2,7 l l ). b 

. ^ J ‘ ì'omologo do B delie est ,c solue la re età OB. Por otre parte, 

si / es el pillilo de emiieniru de ia rccta AB con el eje x, por P debe 
l'as.u laiiimon la recto (pie utie A' con el punto buscado IV. F.ste 
est,-HO e:,lente , ,, j ; , ml.er iM'ióu de GB con A’P. Para hallar C he 

mos ulih/ado lo li omologia ya encontrada de los puntos B y B , 

linzado el rayo de homoìogia G(\ el punto C' es la intersección de 
evie rayo con la ree la QB'. Y osi los demas. El cuadrilatero A'B'Ciy 
es la lignra homológica de Alidi 

tM - J'ROYECl JONES SO iti» E DA' PI.ANO DE LOS PUNTOS DE 

tN TERSI .rrlON HE IN II A/ DE RECTAS CON DOS TEA NO• 

Ct>ALES(|l IERA 

.*• 11,1 bti/. de reclas (jiu pacati por el punto O (fig. 280j 

i Desideri iuos dos cualesquiem. las rectas u y h, por ejemplo. 

t.onsideremos, ademas. dos pl.i.-ius -et antes, a y p, y un plano fi», 

proyocción, jci. 

1 .laitienios (/') ri conjuulo do pmiUis deiecniinados al corta' ri 
Iiaz mediante ri plano « y (F') ri delie mm.uìu al cortarlo mediante 
el plano ['!. "V 11 < i, i,, ' i i io.s (/•', i la provili ilio de t h ) sobre rii y (V\) '■ 
de {!') fauibien sobre iti. 

Las reclas a y b proporcioiiau <1. punì i-. A y lì, de {Fi, y dos 
puntos, A y IV de (/''). Las pmyro ione A, v A\ de A y A' eslarau 
nobre la proyocción u, de a: las /?, -, B\ de B y IV cslnràn sobre la 
proyección b l de b 

,e( lftS -AJf y A'B' sdii coplauan ■; conctirn ri, pues, a un punto 
de la intersección x de los plauos n y (j. eti los cuales estan situadas. 
La ptoyeccion P, de P ostarli enlonces en la proyección Xi de z, 
y a ese punto P, concurren las proyeceiones A,/!, v A\JV. 
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Se ve asl que dos puntos correspondientes conto A v y A' } o B. 
y B[ de las figuras (Fi) y (F'), estàn sobre rectas que concurre» 
a un punto fijjo O u y dos rectas correspondientes de ambns figuras 
concuxren a un punto de la recta %i. 

Las figuras (Fi) y (F') son, pues, homológicas. 



E] centro de homologia es la proyección dd vertice del haz y d 
eje de limnologia es la proyección de la interseedón de los dos plano;, 
secantes (*). 


(*j p ;1! a estui dentro ito la*. t ;n ut tei isticas de oste libro, hemos supuesto <» 
togonal la proyección sobre el plano ;q. E1 mismo teorema puede ser demost™l« 
para un centro de proyección situado a distancia finita. 



UOMO!.()<'•!A PLANA 


l‘la 

‘ 2 . KfSllIt.l filici. Ci S 1 j 1 1 ( 1 li I I :l!S|ll' I - Ul H ' - I.1-. l'« ‘ f 1 . 1 S di'] Ila/. -.l'IllO 
arislas de- una piramide. la- figiir.i- (/•'; y il'’; se vuelven tic- mt 
cioncs planas ile la piràmide 1 . 

En ( OMSCCuoncia: 

l'> Las proyccciorics sabre un plano de dos secciai ics planas de 
una piràmide son homolntiicus. E1 centro de homologia c.s la 
proyección del vèrtice de In piràmide: el eje de limnologia es 
la proyección de la inlersccción de los dos planos secantes. 


V 



Uno do los planos si raule. piiede sor uno de los platios 
de proyecaórt; so tendria a i ima relacion de homologia entri 1 
la proyección de una so< c iòti ( unlquiera y la tra za soli re ose 
plano de proyección de- la superficie de la piràmide, b.s lo 
que ocurre en la figura 281. 

Las figuras A\B\C\ (proyección de una sección) y AtlhC x 
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(traza) son boraológicas. E1 punto Vi es el contro k.v homo ogi .« 
traza <n del plano a es el eje de limnologia. 

La figura 282 da la representación de las figurasi y 

29 Las proye.cciones sabre un piano de das sccrioncs plana.s de 
una superficie cònica son figurai homológuas. LI mimi de 
homologla es la pi ovet e ióu del vèrtice de! comi: t'1 e|c de b<>- 
reologia es la proyccdón de la imeTsccción de los dos pLmos 
secati ics. 


Vi 



Como en el caso de la piramide, uno de los pian- 
serantes puede ser el propio plano de proyeccion. Seran, «•„ 
consecuencia, figura* homnlógicas, la traza sobre un plano d. 
proyccdón de una superficie cònica y la proyeccion sol», 
ese jnismo plano de la sección produoda por otro plano " 
amie cualquiera. 
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5 59. A FI NI DAI) 


1 . Uri caso particular de la Pomologia cs aquél en el cu a I el 
contro de homologia es un punto alejado basta ol infinito en una di 
rección dada d. Recipe el nombre de ajìnidad. 

Dos puntos homólogos cuales- 
quiera, llamados ahora puntos afi- 
nes, A y A', por e jempio (fig. 283 ) 
se em non tran sobro una cecia pa- 
raìela a d. 

Sea B Otro punto cualquiera 
de la figura (F) a la cual perto- 
nece A. y li’ su punto a fin en Sa 
figura (£■'). 


Se tiene 


QB' 

de donde 


FA' 

Va 


- k (constatile). 


QÌV QB ■ A 



IVIidicndo, pues, las ordenadas 
de los puntos de las dos liguras a 
pai ttr del eje de nfinidad x y para- 
lelamenle a la di rección de a fini 
<lftd ri. las ordenadas de (F') se oh 
deiien imiltiplic:indo las de (F) por 
un numero constante k. 

S' 1 dice quo las figmas (F) v (/<") son nfinr\ 

Es fai.il comprender (pie si dos liguras son afincs, a rectas para 
l'd.is do una de. ellas corresporulen rectas lambién para trias de la otia 

' Eiallcnnos. por cjemplo. la figura alili del niadrilàt.Ti» ABf'D 
1 E|t -IS-K stendo x el eje de afinida.E ri la direct iòti do afinitlad % -V 
■d punto afin de ,4. 

E.l punto D’ debe estar sobre la parai eia por D a la dire. < u'm d<- 
iilniiilad. Por otra parto, las rectas AD y A’D' deben concurrir a un 
l'inito, P en oste caso, de! eje x El pnuio D cornuti a la pa 
t'doLi poi /) u In direcx lóti ri y a la recla/P/4, es el alio del vèrtice D 
I ii-i obtent'r ( se Ita prucedido en la inisiiin fot ma. trazando premerò 
■" l'-ualela ;t la dirccción d por ( \ luogo | a recto ! y <i>. El punto de 
uili't" eccion es" el punto pedalo. 

V asl para los otros. 
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3._Quando la dirocrioii de iifiiiidad us .P* - ' i"' 

afinidàd es dislinguida con d nonibre do afini,M ,;in^nc>. 
ble importancia en Geometria Descn.pt ina. 


4. — Volvarnos a considerar el teorema dado en 1 dei J';>ygyuo 
anterior. Como caso parlicular puede ocurr.r que el vcrtio- l «IH nu 
de reetàs se haya fuga do al infinito siguiendo una din-rc.«>i> a. 



rayos del haz se vuol veri paraleloa a d. y se comprende 
entre las proyccciones (F, i y <K) de las dos seccume* 
reladón de nfmidad. .simulo .r, - ! eje de nfimdnd y d la 
afinidad (fig. 285). 


entonces t]u> 
exislira una 
(lirecrión de 


5 — Resulta entonces epe t.i tniisidnnnv.s las recto* del W. 
arista* de un prisma, la* figura* (/•', y M") e vuelven dos -■ 
planas de la superficie prismatica. 

En consecuencia: 


rnm- 

i'in- 
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/« oyecrionrs solve in, pimi- < <•/<■ rMv a«v u'ones pfan/ts de 
una superficie pnsnu'tlini seni afiìu’s. Kì ejc de afinidad es la 
proyección de la inlersección de los dos planos secanles. La 
direccióri es dada poi- la diroenón de I.r aristas. Uno de los 



£ig. 285 


planos secai ites puede ser el pio pio piano do prowr.ción 
Oi o »>); se tendria asi una relac.ión de afirddnd enlre la 
proyección de una sección cualquiera de la superficie pris¬ 
matica y la tra za de ésta sobre el plano de proyección con 
siderado. Es lo qua muestra la figura 28d. 
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2» Tjis proyeccinnes subre un plano de dos s> • c>oncs pta-ia 
una superficie cilindrica san figura* ofin.-s. Ri eje dr 
dad os la provecrión sobre cl plano de la interno am U. bis 
dos planos secante*. 1 a dirocciò!! es dada por la direcrum 
de las genera trices. 

En partic-ular, son afincs la tra za de una superficie cilin¬ 
drica sobre uno de Ics planos de proyeorión y lo proyecnon 
sobre ose plano de una so. r ión ruabpuei a d< la 'b 1 ' 1 1 " 



(). ... Si el I<• i l< ir \ ii"l \ . ■ .i Ieri •' 
purdr constatar lYirilturnle qu<‘. sm il 
de afinidad. l a i elertn. rei inendrii' ■ 
durimii' ri.mo ligura '..'-S/ ■ lo*- pari"-. 
(C) V esilili '.nlire rrcl.i- p.n al- la- 
|)ondieriles. corno ( A. ' < < ' ) v /KCV ■ i 
concurren a un rinomo punto de iq. 

Eri conseciiencM: la proyección 
su rebaìirmento ;ohr,: r/ corra- poi a! a 


;.. li I m ire I- I 'ir V IN y 1 de > ’ 
crii ln. se lie borho una operarimi 
. ;i la figura 11 vi-, quo aqui rr[H" 
de jnmtos f A ) y A), (Zi; y l>\ ' 
i unii i udì"- a Ut 1. y roclas > ■ < it ■ i ■ ■ 

' • : lì • v ( i ih y (A) (11) y A-C, 

ncprjy.iu/l de una figura piami • 
uh' piane, di' proyccción -hai lii’.i- 
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cunferoticia rebatida cn ci erto ninnerò do pari.es v h<; 
cada punto de división. 

Se obtiene asi la proyección horizoiilaì. 

Eri generai, en ve/, de dividir la circuiifcronda cu 
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ria ('■' ii. v i ■ ■ l 11 : li.r/.ar j i i.iiere lux ulani» Ini- j n ■ ; .< t ■■ iifiiì u >■ t ) » :) y 
(3 ) ( I ) ijnt: ()• 11 i los ejes <ii> la pilón Jj■ >im /■ ■ 11 'aI. hi Jiatu-Ov 
(l)(2,i cn.mjsiiO.mlt. 1 a hi hoi j/onta! poi' e[ con In» (t de) pialle de la 
f.ircmilon uria: <•) cliiiim li u 8) (pi < m i ; ■•ponti»', i n camltie, ;i j . li¬ 
nea tir : jm.i.'dina ( •• *• ii!.< un. m ose plano. 

Se It.tzan luogo los didrueiros pcrpenditulaivs (5) (6) y (7) (8) 
i|ue detenninan los ejes do le elips<\ pro\ et eión vellicai de la drc.un- 
fercucia. Mi diati iol.ro '3) (fi; corro - pondo a la linea de pondir-ute con 
«'spoeto ai piami ^ ertimi del piare' de j • urnmfi n una; el diàmetro 
(7) (8) cu trespoli de a la franta! por O de ose plano. 

A los eje,- %{i.j y 7 j 8 l > de la proyección vellicai rvirrespondt-n los 
iliàmctros conjugados fi t fi A y 7x8) de la elipse proyección horizoiila! de 
In circunferencia. 

Ks fi'.rii notile quo las laiigentes co punto.- afinos (7) y 7j, poi 
njemplo, de la circunferencia y de la proyección liori/ontai, son lam¬ 
ine >n jecias afinos, cllas comairren a in- nusinn nuoto J\ del eje ai 
ile allindati, y -io pmifos <orrospmidi ni"-: * a.io .''Ine reclas perpen- 
ilii ti' i:• ai fije 



CapituI/O XI f 



PIRAMIDES 


§60. ItEPRESENTACION 

]._Una piramide cualquiera resulta individualizada si se dan 

las proyecciones de la base y del vèrtice. 

Para completar la representación basta unir, cn cada proyecdón. 
el vèrtice del sòlido con cada vertice do la base (fig. 289j. 

2._Proponga mmios, corno problema, ri-prese ni ai una piramid» 


L 




Fin. 280 
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'lo la < u.il -e .'.ii-'.rn in basa 1 />'( y las ( ;m ,l,r l.-.y i,.K U', }(\ 

y CT (li;y 290 ). 

Para individnaliznr la piramide debemos ballar mi vertice V. 
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Construyamos sobre el plano x, el rcbatimiento eie la caro AVE 
basta construir el triangulo A 1 (V)Bi, del cu al conócense los tres lane:-. 
Construyamos en la misma forma el rcbatimiento de la cara BVC 
Si imaginamos relevados los planos AVE y BVC, el vèrtice V 
tendra su proyección horizontal en la intcrsección Vi de las perpen- 
diculares por (V) y (' V ') a las rectas AiB x j B X C,, rcspcctivamcnte. 

Para hallar V 2 se recurre al cono rido triangulo rectàngulo 
T 7 iQ7? (1 de §48), del cual conocemos el cateto I 7 /) y la hipotenusa 
QR = Q(V , ) / . El cateto ViR da la cota del vèrtice V de la piramide. 


§ 61. SECCIONES PLANAS 


\ 'V ' \ \v\ 


1. — Tràlese de una piramide VABC. por ejemplo (fig. 291), 


cor- 



Fio. 291 


PIRAMIDES 
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tada mediante' mi plano de canto, lido pii ma [>t < I. <■ ;.n d .de rn 
diamo Ias proyocciones («i, a.) y (/> h />■,') de dos do ;, lr . 

1 •' 1 proyccoon vertical do la se»dói i es, e\ idenlemoiito. al M’jrinon 
Lo Dd‘\ de la meta r/Jn, es decir, «la la tra voi vocìi» al del piane. ì .a- 
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proyecciones verticales de sus vértices son las intcrso.ccioncs D-, Et 
y Vi de la proyección vertical de la sección con las proyecciones 
verticales de las aristas. Para encontrar las proyecciones horizontales 
D u Ex y F i basta trazar lineas de referencia basta las correspon 
dientes proyecciones horizontales de las aristas. 

La verdadera magnitud de la sección puede ser obtenida reba- 
tiéndola sobre el plano vertical. 

Corno las proyecciones horizontales «i y b l de bis dos rectas del 
plano de canto no intervienen en la resolución del problema, puede 
prescindirse de su trazado, dibujando entonces solamente las piover 
ciones verticales a 2 y b 2 . es dccir, solamente la tra za vertical a 2 del 
plano secante. 

2. —Tratese ahora de otra piramide VABC cortada por un plana 
cualquiera, que puede ser dado mediante un paralelogramo. conio se 
hizo en el caso del prisma, o mediante dos cualesquiera de sus recta? 
Lo daremos mediante una horizontal h y una frontal / que pasan por 
el punto M del plano (fig. 292). 

Para reducir este problema al caso anlerioi camini-mos et plano 
vertical adoptando corno nueva linea de tieria UT’ perpendic.uiar a 
la proyección h\ de la horizontal h l a nueva proverriór. vellicai (Ir¬ 
la recta h es sólo un punici, > orni alt-ule ohi Al'.. La nuova piu 
yección vertical de la recta / es / 2 , traza vertical del plano que yn 
es de canto. 

Dibujada la nueva proyección vertical de la piramide se de tei 
minati las proyecciones, DLÈ'.JC, prèmerò y D t Ex F. dospués. de la sci 
ción. Volviendo al primitivo plano vertical de proyección se deter 
mina, mediante lineas de referencia, D 2 EiF... proyección vertical (Ir¬ 
la sección. 

Su verdadera magnitud es (D) (E)(F), ohtr-nida por r< bai irnienti' 

3. — Considerando otra vez la piràmide anlerior, corténiosla un- 
diante un jilano cualquiera dado por sus trazas y hallemos por homo 
logia las proyecciones de la sección (fig. 293). 

La proyección horizontal AiBxCx de la base y la proyección li" 
mónima de la sección som figuras homológicas. siendo V 1 el centro <!' 
homologia y ai el eje de homologia (2 de §58). Para determinar E 
sección deliemos conoccr un punto de su proyección. Hallamos en 
tonces la intersecvión del plano secante a con una arista, la VA. p<" 
ejemplo. Se obtiene el punto F (F,, F 2 ). El conocimiento de le 
permite determinar k>« dernàs puntos de la proyección horizont.il 
D\E\Fx de la sección. 

Mediante lineas de referencia se encuentrn fàcilmente la pu> 
yección vertical D 2 E» F 2 . 
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4. — Dada la piramide de la figura 294, coriaria medinole un. 
plano de canto y desarrollar su superficie. 

La sección producida por el plano de canto se obtiene corno en 1 
de este mismo paràgrafo. Su verdadera magnitud es (E)(F) \G){H)„ 
hallada por rebatimienio sobre rts. 



Fio. 29-1* 


El drsarrolbi d< la ■ isperfic V Intera! de la piràmide lo consti tuyon 
ios < uatro uiajiimlos \\AT>. V Jì( , IV D y V\DA. Para su tra/.ado 
es neccsario ballar primero la verdadera magnitud de las aristas. En 
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la figura se Ila ree un irlo a rotariones di: nula arnia aindedot dal i.jh: 
vert.ic il que pasa fior el vertice V. Asi, V-zA'., es la verdadera magni 
tud d« la arista VA. El segmento V-JÀ’.. es, eri cambio, la verdadera 

magnitud ile la porción VII de e sa misma arista. 

La quebrada EFGHE constituye la transformada de la sen-ión. 

§62. INTERSECCION DE UNA RECTA V UNA PIRAMIDE 

I. — Sea r la recta y VARCD la piramide (fig. 295). 
Conrideremos corno plano nuxiliar el que proyecta verticalmente 
la recta. 


f 

*v 
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Corta la piramide seguii el poligono que se proyecta horr/.ontal 
mente en EiFyGyHy. -Es fru ii enlonces delerminar ì\ y Qj primero, 
P-ì y Q -2 después. 

2..- En la figura 296 hernos utilizarlo corno plano secante el 

fletenninado por la ree la r v el vertice V ile In pir.'.rmd.-. 

Para delerminar Li tra za horizonlal iq de este piane- e ha li- elio 
[>asar por V y un punto cualquiera M de la recta r una recta auxi- 



212 


D. DI PIETRO. —GEOMETRIA DESCRITTIVA 



liar 5 . Unidas las trazas horizontales H t y //' de estas rectas se oli¬ 
avo <t t . EI contorno de la base es contado por e! plano a en los pun 
tos E y A, siendo entonces EVF la sección producida en la piramide. 
Se determinali después los puntos P y Q pedidos. 
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Sri. Hnllar la interSf. dòli fin la rotta r 



JiJERClCIO 85 



Capiti; i.o XIII 


V II I S M A S 

§ 63. RJEPRESENTACION 

^*.7 En El capitul.o III, §20, hicimus la ropresentación de aìgu 
nos p risma s. Veremos ahora el mi.sino asunto en forma mas generai. 

TJn prisma cualquiera (oblicuo o recto) que da individualizado 
citando som cmmcidas las proyecciones do una base y las de una arista. 

_ BxCsDs las proyecciones de la base dada y 

di£[. A-.E-, los proyecciones do una de las arista* (fig. 297). 

I<ua completar la representa ci ón del prisma bastara conducir 
ilesde cada una de las proyecciones de los distinto.-: verii- es de la base 
iliid.i un segmento parai e io y de longMud ignal a la proyección hernó 
(lima de la arista dada. Se babinn halltdo a-! Us proveccione de 
liis _aristas laleralcs. Los extremos obtenidos tiara las proyeccìones 
Itoiizoiilales y paca las verticales dati lo-: vére < de dos polleuuos, 
hiìiGJh y F.-zb que son proyección ho neon tal y vertical, res¬ 

tinoti vilmente, de la etra base del prisma. 

Para establecer la visibilidad de las aristas se apìica el criterio 
ya conocido. El punto P-, o Q->, en que se cortari las proyeccìones ver- 
lii.ules de las aristas CG y AB. es proyección vertical de dos puntos, 
uno de CG, otro de AB. Sus proyecciones horizon tales son Q, y P u res- 
|ii‘clivamente. (.omo P, està triàs alejado que Q, de la line., <!,■ ti; i r . 
al punto P pertenociente a la arista AB es visibili eri proyección ver 
El p unto Q de la ansia CG es, eri cambio, in vìsiblc l’or > 
nty/m C S C 2 aparcce de puntos. 

_En forma analoga, la vel licai por el punto de encuentro de lì, P y 

Ujl-i ha ce ver que en proyección horizo citai la arista 5 , E, es invi ibi*'.. 

Podemos imaginar proìongado el prisma dado hasla en- mitrar el 
l'Etto horizontal de proyección. Su infersccciòn es la tra za borie ini al 
'lei prisma; para obtenerla basta unir las trazas horizonla'es de las 
mislas laterales. 

Resulta asi el polìgono A\B' X C\D\, A’.JV.C'JY,. 

2 - — Como caso particnlar represori temo* un cubo situa do sob-e 
'tu plano pcrpendiful.u' al. plano vcrtirn 1 . 

oe;m u =« 3 ! el plano y d itti •--•rncoi 0 jgual .1 ì < ..ri i ■ <i- I 

uiIjo (fig. 298). 
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Imaginemos rebatido el plano n sobre cl hori'/ymtaì de proyec 
ción La base del cubo puede ser cntonces, poi ojcu'plo, el cuadrad 
(/l) (B) (C) {!)), de lado igual a d. Haciende) eì i elevamiento, es decir 
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v!‘l viende ;ì llevar >‘l alali., a su pini birra posieión, lo* puntos (Al 
( hj , (Cj \ kI>) se adiiaio cu A,.. Ih- l’s y D,,. Las proyecciones w 
ticales de ìas aristas lateraies son porpendiculares a la traza 02 y a]>" 
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iccen en verdadera magnitud. Las proyecciones horizontales se oblio 
non mediante lineas de reforencia. 

Para determinar la vi -ibilidad notamos que en proyección vel¬ 
licai lanista CG es invigilile por ser su alejamiento inferior al de la 
lirista AE , que es visibile 

En la proyección liorizontal puede aplicarse el criterio generai ya 
conocido. Asi, trazando por el punto de encuentro de A^B, y ExJh 
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la perpendicular a LT, la proyec ción A 2 B 2 cs encontrada anto s qu e la 
EìH‘z- En proyección horizonlal E\H 2 sera e nton ces vis iblc y AiBi in- 
visible. En forma anàloga se establece que B jC\ y fiBi son invisibles. 

§ 64. SECCIONES PLANAS DE PRISMAS 

1. — Tratese de un paralelepipedo colocado en una posición cual- 
quiera con respecto a los planos de proyección. E1 plano secante 
(fig. 299) es el que corresponde al paralelogramo MNPQ, perpen¬ 
dicular a ti 2 , es decir, un plano de canto. 
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La proyecoon vellicai del punto de iute)nocciòli del plano srumle 
y de la ansia (alerai que contiene el vèrtice /I es E si su pmyocrión 
hon zoili al h 3 se obtiene mediante una linea de referencia. Queda asi 
uelejTninaao mio de los vérUces de Li sección. 

, . Ut]1 ' zf ™ rl ° jas otras aristas se ballan en forma analoga los olros 
vertices F, G y H del corte producido. La sección tiene, doleste modo, 
corno proyección vellicai el segmento H 2 F,, y corno proyección ho- 

E 1 F l G l H 1 . Su verdadera magnitud es 
( li) r ; ( r j ili ), obtemda mediante el rebatimiento del plano secante 
sobre -li, o mediante mi cambio del plano horizontal, o por afinidad. 


2. Consideremos abora el caso generai, es decir, un paralelepi- 
pedo en una posxción cualquiera y el plano a también en una posición 
cualqmera (fig. 300). 

El plano secante es el paralelogramo MNPQ. Para reducir este 
problema al desarrollado en el nùmero antenor cambiemos de plano 
horizontal adoptando corno nueva linea de tierra UT perpendicular 
a •• E! plano secante resultaré asi perpendicular al uuevo pia 
no hiirizijiiia! Hallada la nueva proyección del paralelepipedo, asi 
corno la del plano secante, se determinan las proyecciones E\ F\ G\IF X 
y U /■ 2 ho //2 de la sección. Volviendo después a los planos primitivos 
de proveccion es facil determinar mediante lineas de referencia la 
proyemon E^F^G^tìx. 

La sección buscada es, pues, E 1 F 1 G J H 1 , E? F s G 2 .H 2 . 

Su verdadera magnitud es (E) (F)(G) (H), obtenida mediante 
un giro. 


3. Si son conocidas las trazas del plano secante, las construc- 
cl ™ Gf ne cesa ria s para hallar la sección resultan generalmente sim- 
plificadas. 

I lalese de un pris ma cu alquiera, dado por su base ABCD y una 

de sus aristas laterales DM (fig. 301.). El plano secante de trazas 
ai y <<; es cualquiera. 

Completa da la representa ción, hallemos la intersección del plano a 
Y la arista DM, por ejemplo. Para esto rccurramos al plano auxiliar 
que proyceta verticalmente la arista DM, Corta el plano « segiin la 

l ù= ! - 11 - l -'F que, a su vez, encuentra la arista DM en el punto 
ti = (// 1 , riti), uno de los vértices de la sección. Repitiendo lo mismo 
para las otras aristas se determina sin dificultad la sección buscada. 

ara ballar su verdadera magnitud podemos rebatirla sobre el 
plano horizontal. Recordemos que la proyección de una figura sobre 
un plano y su rebatimiento sobre el mismo plano sori figuras afines. 
El eje de afinidad sera, en nuestro caso, la traza oj del plano secante. 
La dirocci^ de afinidad es la normal al eje a,. 

Como es necesario conoccr el afin de uno de los puntos de la 
lección (2 de § 59), hallemos el rebatimiento de un vèrtice, del F, por 
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ejcmplo, empleando la construcción del conocido triangulo recU'mgulo. 
Los demas vértices del rebatimienlo se hallan fàdlmcnle por afinidad. 
Se oli tiene asi la figura (E) (I<) (G) (//), verdadera magnitud de la 
sección. 


q 2 



Fio. 300 
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f io. 302 
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11 < : 11 ri il c lo la inlersecdón ilo mia nrlsla. la que pana por . ! ;■ , 
ejemplo, con a, se obliene la piuyección horizontal A' de un iuiijI.o .1. 
la sección. Por afinidad se compio!a luego la figura A\B\(\D\. pm 
yecrión bor i/.onta! de la sección. 

Mediante lineas de referencia resulta A'B'C'D 1 . 

2222 

§ 65. SlìCCION RECTA 

1* Cuando el plano secante es pcrpendicuìar a Ias aristas del 
solido la sección plana es llnmada sección recto. Ella nos proporriona. 
los àngulos de escuadria de piozas de madera o metàlicas. 

Una propiedad impor Lai ite de la sección recta de una superficie- 
prismatica es la de disponorse segun lina recta cuando se extiende 
sobre un plano la superficie del prisma. 

El plano secante es dado, generalmente, por medio de sus tra za s, 
de modo que Ias conslruccicmos resultan simplificadas. 

Hallemos entonces la sección recta del paralelepipedo horizontal 
indieado eri la figura 303. 



Después de cuanto hemos visto se encuentra inmodi a temente la 
mcción pedida. Su proyerción horizontal es À ,C,. La vertice! es c! 
l'ftCtangnlo /L/LC2/-L- La vcrdndera magniliicl rie la sección recta ha 
lido obtenida rebatiendo el plano («i, a-j) que la contiene. Resultò asi 
•1 rectàngulo {A) ( B) ( C) (D). 
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La sección recta de un sòlido es, de todas las secciones, la de 
menor extensión. No bay, pucs, mas que ima sola sección meta.. En 
eì caso considera do el rectangulo (A)(B)(C)(D) es. menor, por esem¬ 
plo, que M-aNzPitQz, verdadera magnitud de la sección obi iena produ- 
cida en eì prisma por un plano paralelo al plano vertical. 

2._La figura 304 corresponde a un prisma oblicuo paralelo al 

plano vertical. El plano secante es, corno en el caso anterior, perpen- 
dicular a las aristas de la pieza prismàtica. 



La construcción es tan siniple que omitimos su explicación. In 
verdadera magnitud de la sección recta es (v4) (B) (C) (D). 

3 __Como variante se ha considerndo en la figura 305 un pri ¬ 

ma exagonal La proyección vertical de la sección recta es el segment» 
Aj) 2 de la tra za vertical del plano secante. Para construir la proyn 
dòn horizontal se procede corno en los casos anteriore.?. 

La verdadera magnitud de la sección recta se ha rebattdo sol».- 
,-i .dati.) 1 lori/.or» lab E! esàgono obtenido es, naturalmente, menor qur 
d esàgono que sirve de base al prisma, verdadera magnitud de L 
sección producida por el propio plano iti- 
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Si se supiiui! la superficie lateraì del prisma abierla seguii la 
arisra quo pasa por A, y por sucesivas rotaciones alrededor de ias 
disi mi is aristas se llevnn todas las caras sobre un mismo plano para- 
lel° a! l'fario vellicai, el contorno de la seceión recta se dispondra 


G* 



Fio. 305 
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seguii un segmento de roda de longilud igunl al perimetro de Ìli soccinn 
rebatida (A) (B) (C) (D) (E) (F). El hocho de dispoiiersc scgun un seg¬ 
mento de recta, cuando la superficie del prisma es exlondida sabre 
un plano, constituye la propiedad mas importante de la sección recta. 

Si, entonces, sobro una recta cualquiera, la traza <x», por ej cr up lo, 
se tornali Àjì = (AMB), BC = (B)(C), eie., se obtiene A~A, que 
es el desarrollo, o sea, la transformada del perimetro de la seccion. 
Si se desea dibujar el desarrollo de la superficie latcral del tronco 



Fio. 306 
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superior del pris ma, b asta trazar por A-., B, C, etc., las perpendicuìa 
res a l segm ento A»À, de longiludes respectivamente iguales a A.>G', 
E»H: 2 , CV;, etc. La quebrada G' l-V V J'li'JJ G‘ es la transformada 
de la base superior del prisma dado. 

4. — Sea un prisma oblicuo con respecto a los dos planos de pro- 
yección (fig. 306). Queremos encomiar la verdadera magnitud de su 
sección recta. 

Para resolver este problema puede emplearse, naturalmente, el 
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mètodo generai indicado en 3 de § 64, determinando primero las tra- 
zas del plano secante perpendicular a las aristas laterale.? del prisma. 
No lo haremos asi, sin embargo. Transformaremos el problema en 
otro anàlogo a los resueltos en los dos nùmeros antenores, para lo 
cual cambiaremos el plano vertical de modo que la nueva linea de 
tierra UT resuite paralela a las proyecciones honzontales de las 
aristas (fig. 306). Cortando después mediante el plano (ai, a 2 ), per- 



pendir nlar a las aristas, v rebatìendo sobre el plano horizontal 
l ui.» 1» verdadera magnitud (/l) (BMC) (D, de la seccion recl. 
Por sor mnecesaria en este caso especml, no se ho dabujado I. 
proyección horizontal de la sección. 
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S ('>(.. INTKUS UCt'ION 1)K UNA KUCTA CON I.A SI I’I:U1 1CI1' IH-; UA 
PUISSIA 

1. - En la figura 307 se ha considerado un prisma oblicuo y una 
racla r. 

Como plano nuxiliar se ha utilizado el que proyccta r sobre el 
plano vorlical. K1 contorno de la sec.ción producida se proyerla hori- 
z onta! mente en A, /' j G , Il , y verticalmente eri el segmento H-< F». f/js 
puntos P y Q de mtersocción de este contorno con la recto r suri Ics 
puntos buscodos. 

2. — En la figura 308 se ha utilizado corno plano auxiliar el que 
determinali la recta r y la paraìela s a las aristas. Su traza horizontal 
es «i. Este plano, paralelo por construcción a las aristas del prisma, 
corta a éste seguii el paralelogramo EFGH, que permite determinar 
los puntos P y Q pedidos. 

3. —- La construcción se simplifica cuando el prisma es perpen- 
dirul.tr a uno de los planos do proyección. Es lo que ocurrc, por 
ej olii piu. en ia figura 309. 



Fig. 309 
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EJERCI CI OS 

86 Hallar la sección producida en el prisma que se «presenta, poi el planr 
de canto a. Dar el perfil de la sección, su verdedera magmtud y rtesarrollo 
de la superficie prismàtica. 



87. Hacer lo mismo con el prisma que se indica. 

88. Determinar la sección recta del prisma «presentarlo en la figura 



Ejbrcicw 8S 
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9'l. La base (lo un prisma baliose situai!» ori el 



plano oc Su pioverci' n Lori- 
zontal es A^JÌ i C 1 D y 
Se conoccn las previa 
ciones del vèrtice A' de 
la otra base. 

r) Completai' la repro- 
sentarión del prisma. 

2") Ballar su sacción 
recita. 

V) Hacer el desarrollo 
do la superficie. 



Capitolo XIV 


SUPERFICIES 


§67. DEF1NICI0NES 

1. — Eri los cursos de Geometria Elemental se aprendieron los 
conceptos intuitivos de punto, linea y superficie. Tratandosc de super - 
ficies planas, las correspondientes a las caras de un cubo, por ejeinplo, 
es fàcil concebir sus propicdades caracteristicas, atra prescindiendo del 
cuerpo que limitan. 

Ademàs de la superficie plana, bay otras, llamadas, corno aquclla, 
super ficies geométricas, para las cuales, prescindiendo del cuerpo que 
limitan, es posible enunciar leyes que determinan sus propiedades. 
Imaginemos, por ejemplo, un disco circular que gira con rapidez alre- 
dedor de uno de sus diàmetros tornado corno eje de rotación. Con ima 
velocidad suficieritemente grande el disco parecera, por ilusion óptiee, 
una csfera. Si la ciramferencia limite del disco pudiese dejar su Ira-.a 
en cada una de las infinitas posiciones próximas que ocupa, ha lina 
engendrado una superficie esférica. 


2. - - Llamase superficie geomètrica el lugar de todas las posiciones 
que ocupa sucesivamente en el espacio una linea movil que cambia de 
posición, o tarnbién de forma , segua una ley determinada y contìnua. 

En ei caso de la 
superficie esférica la 
linea raóvil es media 
circunferencia; se la 
Dama generatriz. La 
ley determinada y con¬ 
tinua es que la media 
circunferencia debe 
efectuar una revolu- 
ción entera olrededor 
de su diametro, llama- 
do por osto dircctriz. 

3. — La superfi¬ 
cie cònica es otra su¬ 
perficie geomètrica. Se 
define corno el lugar 
de todas las posiciones 
que ocupa una retta 
generatriz g (fig. 310) 
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quo, fija on uno do sus punto?. V. 
por ejornplo, va posando sucesivamen 
te por los puntos de una curva dirne, 
triz ABCD. . . 

E1 punto V es el vèrtice de Io su 
perfide. 

Como la genera triz es ilimitacla, b 
superficie cònica también lo es, y y 
compone de dos ìiapas situadas en 'par 
tcs opuestas con respecto al vèrtice, 

En particular, si la directriz es una 
circtmferencia (fig. 311), la superficie 
conica es llamada eiacular. 

El cono es el cuerpo limita do poi 
una superficie cònica y una sección 
cu.yo plano encuentra todas las gerir 
ratrices. La seedón. es la base del ra 
no; la distancia entro el vèrtice v !.■ 
base es la altura. 


4.-—La superficie cilindrica (fig. 312) es, en (.ambio, el lue , 
de ladas las posiciones ijue ocupa una rccta generatriz g cunridu. muri 
tem'-nrluse siempre pomicia a si niisma, va pasanilo por lo? pnnios de 
una curva ci.ial(juicra /llidi). . . (pie es su directriz. 

Si la directriz es una circimferencia cuyo plano es nonnal a l.i 
dirección de la generatriz, la superficie cilindrica es de rotai nL 



Fiu. 312 


I io 313 
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Jil cilindro e.s <-l cucrpo liniitudo ]ior una sup'nlii 1 
por dos secciones parnlelas tu lire fi, llamadas basa- dei 
La distanno elitre las bases es la altura. 


- li 11 idrica 
cilindro. 


y 


§68. CLASIFICAOION 

~~ definieión dada resulta quo las suporficics geométri- 

cas jiueden ser estudiadas clasificàndolas seguii dos criterios distintosi 
segun la naturaleza de la generatriz o segun la lev a uè rige el movi- 
rniento de la generatriz. 



Alendiendo al prèmer criterio, Jas superficie* se distinguer! en 
U'gladas y curvas (o no regladas). 

Las primeras son erigendrudas por una rccta numi y las segund-.s 
par una curva, cualquiern sca, en nmbos casos, la ley del mov indento. 

Superficie» regladas son, por ejemplo. las suporficies cònica, cilin- 
'Inca, nelicoidal, etc. 

Suporficies no regladas son, por ejemplo. la - dòrica. del pnra- 
himjide. (Oiptic'o, etc. 

Alendiendo al seguitilo criterio. .h- ir. a la jr-y ,|,.j ,,.., v j,,,:. |l()1 
'}» ? a generatriz, las superficie* se distingnen en superfirios d, reco 
litnón (o de rotación) y superficies que no son de revoluciòn. 
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Las primeriis son engendradas por una linea genera irà que gii" 
alrededor de una recto fija, eje de rotación, con la cual se su poi ir 
conectada invariablemexite. Cada punto P de la generatriz (fig. 314) 
describe una circunferencia cuyo plano es perpendicular al eje y cuy 1 

radio es la distancia OP del punto al eje. 

Las segundas son las engendradas en forma distinta a la indicaci.i 

2._Los dos criterios empleados para clasificar las superficie 

son independientes uno de otro. Se comprende entonces que tasii" 
una superficie reglada corno una no reglada puede ser o no de rev<- 
lución, y reciprocamente. Mas aùn, una misma superficie puede, •• 
veces, ser engendrada de modos distintos. 



3._Las superficies regladas suelen ser divididas en desai 

bles y no desarrollables. Las primeras pueden ser extendidas -I 
un plano sin roturas ni dobleces. Ejemplos: las superficies coi m i 
cilindrica. 

Las segundas no pueden ser extendidas sobre un plano ni 

forma ìndicada. Ejemplos: helicoides (recto y oblicuo), .. 

cuerno de vaca. 

En las superficies desarrollables dos generatnces consci uh 
cualesquìera se encuentran en un mismo plano, es decir, son |"" 
lelas o concurrentes. 

5 69. RECTAS Y PEAN'OS TAXOENTES A UNA SUPERFICIE Itì'Ui >• 

1.-- Su sabe que la tangente a una linea, en uno de sus pi"" 
P x (fìg. 315) es el limite de las sucesivas posiciones que ocup" 1 



SUPERFICIES 


sar 


secante Pi P-_> citando el punto P± so acceca indrfinidamente al Pi basta 
conti mdirsc con él. 



Se sabe también que la tangente a una curva plana pertenece al 
plano de la curva. Asi, por ejemplo, la recta AB = (AjB,, A 2 B 2 ), de 



Il figura 316, es tangente a la circunferencia representada. No es 
Munente, en cambio, la recta AB de la figura 317. 
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2. — Una recta es tangente a una superficie en mio de sus puntos 
cuando lo es en ese punto a una linea cualquiera de la superficie. Asi, 
por ejemplo, la recta a de la figura 318 es tangente en P a la super¬ 
ficie cònica representada por serio a la linea / de la superficie. 




3. — Se demuestra qu' 
si en un punto P de una su 
perfide se trazan las tati 
gentes a las infinitas linea 
de dicha superficie que pa 
san por él (fig. 319), ew 
tangentes son coplanares. fd 
plano asi definido se Ila ma 
plano tangente a la superi! 
eie en el punto P consider a 
do. Puesto que un plano r ■ 
determinado por dos de su 
rectas para individualizar . 
plano tangente a una supn 
fide, en un punto dado 



SUPERFICIE ,9 


239 

ta determinar las t angoli Ics a <J■ cn.'i’<•:;<ju'le* su- llneas que 

pa c an por ese punLo. 

4. — Notando que la reela es mia limiti cura tangente es lo roda 
misura se comprende que, tratandose de una superficie regia da, el 
plano tangente en uno de sus puntos queda de.terminado por la recto 
genera Iriz v por la tangente a una linea de la superficie que pasa 
por ese punto. 



5. — Supougamos una superficie conica } >enn (fig. 320) P v /’» 
ilos puntos cualesquicra de una de sus generatrices, a. Por P x y IP 
Imgainos pasar las curvas c x y c 2 do la superficie. Cortaràn otra gene- 
rntriz. b, por ej empio, en los puntos Q x y Q 2 . Si la gcneratriz b, en el 
movimi onte establecido para engendrar la superficie cònica, se acerca 
• mia vez mas a la gcneratriz a, las 'l'canlps s, y ?.. tiendon. respectiva- 
inente. <i las tangentes /j y a las curvas c, y r, en los piintn- 
V i y y se vuelven tale* laugeiit - ui.indu \> se ha acorcado inde 
liiiidamente a la generatriz a. 
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Adenias, s t y s 2 son coplanarcs porque pcrtcneccn aniljas al plano 
de las genera trices a y b, y siguen siendo coplanares al volverse Z, y »’•>. 
En ese instante se tendra en P x un plano tangente a la superficie, 
definido por Z x y PiP 2 , y en P 2 otro plano también tangente, a la super 
fiele, definido por t 2 y P> P 2 . Pero entonces estos planos no son sino 
uno solo, es decir, el determinado por t- o t 2 y la recta P 2 P 2 (o sca 
la generatriz a). Como al mismo resultado se llegaria considerando 
otro punto cuaìquiera de a, puede afirmarse que el plano tangente; en 
un punto de una superficie cònica es el mismo para todos los puntos 
de la generatriz que pasa por ese punto. Esa generairiz es la genera 
triz de tangencìa o de contado. 

6. — En forma analoga se demuestra la mi sui a propiedad para 
cualquier otra superficie desarrollable. 




7. —-Es evidente que, tratandose de conos y cilindros rectos, el 
plano tangente a la superficie a lo largo de una generatriz es perpen 
dicular ai plano formado por està y el eje (fig. 321), 

8. — Se comprende sin dificultad que la tangente a una sección 
cuaìquiera de una superficie desarrollable es la intersección del plano 
tangente en el punto considerado y el plano secante que produci¬ 
la sección. 

9. — Es facil demostrai- que la proyección de la tangente a utm 
curva sobre un plano es tangente a la proyección de la curva sabre 
el mismo plano. 
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En cfr-cto, sea c la curva j t su tangente en el punto P (fi;;. 332). 
Lis proycctantes de la curva c y de la tangente i determina n una 
superficie cilindrica y un plano, tangentes a lo largo de la genera 
tri?. PPj. Las proyeccion.es ci j h de c y t resultan entonces tan- 
uenf.es. pues no sor sino intersecciones del plano de proyccdón a con 
Ih superficie cilindrica y con el plano tangente. 



10. — Resulta entonces quo si dos curvas son tangentes, también 
lo son sus proyecciones. La figura 323 representa las proyecciones 
ile dos circunferencias tangentes. 

11. — En generai, para ballar <•) plano tangente a una superficie 
reglada desarrollable en un punto dado, determinaremos primiero la 
generatriz que pasa por el punto, luogo la tangente a una curva c.ual- 
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quiera de la superficie en el punto en que la generatriz de contacio 
encuentra la curva. 

Asa, por ejemplo, para ballar el plano tangente en el punto P a 
la superficie cònica indicada en la figura 324, se determina el plano 
formado por la generatriz p y la recta l, tangente en P x a la curva c 
de la superficie. 



12. — Llamase normal a una superficie, en uno de sus puntos >' 
la perpendicular en ose punto al plano tangente a la superficie en <1 
mismo punto P. 
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#70. RECTAS Y PLANOS TANGENTES A UNA SUPERFICIE DE 
REVOLUCIÓN 

I* — De )a Hcfinicii'm dada en ci paragrafo 68 resulta que lodo 
plano nonna! ai eje corta la superficie de revolución seguii una o mas 
limitilerericias. l’or osto una superficie de revolución puede scr con- 
niderada tamliien corno eugendraua por una circunferencia cuyo centro 
*o desimi a lo largo del eje, niientras su plano permanece siempre 
(Ku-pcndicalar al eje y cl radio varia de modo que la circunferencia 
*e apoya cons tantamente en la linea g (fig. 325). 



Las circunferencias segua las cuales una superficie de revolución 
«« cortada por planos normales al eje reciben el nombre de poraleìos. 
I)n éstos. el que tiene mayor radio se llama paratelo ecuatorial ; el que 
Hwte menor radio se llama paratelo de garganta. 

Las secciones de una superficie de revolución con un plano que 
lutili por el eje se denominan mendtanos. DisLingue.se corno meridiano 
plinti pai el que està en el plano que posando por el eje e.s paralelo al 
plmio vertical de proyección. 
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Cada meridiano es una curva simétrica con re spoeto al eje; por 
eslo la superficie de rolación puede ser considcrada corno engondradn 
mediante un giro de 360° alrededor del eje, de medio meridiano. 



Fio. 325 


Por cada punto de una superficie de rcvolución pasan un para!* I 
y un meridiano. 

2.—En uno .superficie de revolución llamaremos puntos a»"< 
porniii/ntes de dm poralelos los punlos camunes a estos dos par.il* l * 
y a medio meridiano. Asi, en la figura 326 Ics puntos Pi y P» ll " 
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Fio. 32(5 


los paralelos p-, y p., sua correspou 
dientes. 

Es fàcil dimostrar que las rectas 
P 1 P 2 y Q 1 Q 2 , que unen pares de pun- 
tos correspondientes de dos paralelos 
Pi y P 2 , concurren a un mismo punto 
del eje. En efccto: si M es el punto 
en que P\P, encuentra el eje, se tiene 


[ 1 ] 


MOi = ~PiOt 

Sì61~jòò 9 ' 

Si adinifimos que Q 1 .Q 2 encuentra el 
C1< "tu. N dir tinto de M, 

SO Le ii Sititi. 


[ 2 ] 


Nò, QiO, 

NÒ.,. 0,0, 

Como ^0, ------ qTÒ, y ÌÒQ., = QJ)~ 

resulta, de las igualdades fi] y [2], 


MO, 

Sio, 


NÒ] 

NO, 


o también 


MOi 


NO , 


•«Imi ión 


l.os 


MO, + 0,0, Nói + 0,0, 

que exige necesariamenle la condición 


MOi = NOi. 

puntos Ai y N son, pues, uno mismo. 


<1. Si iznaginamos que el paralelo p, se acerca indefinidamente 

* Ih, en el limite, es decir, cuando P, se acerca indefinidamente a Pi 

* 0. n Qi> las rectas P, P, y Q, Q, , concurriendo siempre a un mismo 
dtnto del eje, se transforman en tangentes a la superficie de revolu¬ 
ti un los puntos Pi y Q u respectivamente. 

(emo lo mismo resultarla considerando otros puntos correspon- 
Mvnlcs de los mismos paralelos, puede afirtnarse que si en los infinitos 
«km/uv de un paralelo p se conducen las tangentes a la superficie , ellas 
xtffmlran la superficie de un cono recto que se dice circunscripta a 

* * u >"' r ficie de revolución a lo largo del paralelo consideralo. 
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Resulta entonces que las genera trices de esa superficie cònica som 
tangentes a los meridianos de la superficie de revoìución en los de, 
tinto s puntos del paralelo p. 

En particular, la superficie cònica circunscripta a lo largo del 
ecuador a im elipsoide de revoìución, y por lo tanto también a uni 
esfera, se vuelve una superficie cilindrica recta. 



4. — E1 plano fan 
gente a una superile» 
de revoìución en uno d 
sus puntos es tango.) n 
a la superficie cónir» 
que le es circunscripi i 
seguii el paralelo al citai 
pertenece el punto. 

Sea jt el plano tan 
gente ori el punto P a l-> 
superficie de revolut m>» 
dada en In figura 

El esili detoni mi •. 
do por las tangentes /■ 
al meridiano y U al pi 
micio que pasan por /' 
Pero e! plano tangcni- 
a la superficie còni'» 
circunscripta seguii il 
paralelo que contiene l 
también està determin i 
do por t j (generali! 
y U (11, §69). 

5. — De acucd 
con lo anterior, y rei ■» 
dando lo establecido < <• 
7, § 69, cl plano tanr.< " 
te a una superficie >< 
revoìución es perpenJ. 
cular al plano merlili ■ 
no que pasa por el /lu¬ 
to de contacio. 


Fig. 327 6.— En partici!Ini 

los planos tangente:, . • 

los infinitos puntos de un meridiano son todos perpendicolare ■ 
plano de este meridiano y envuelvcn un cilindro que es circunsn ip' 
a la superficie de revoìución seguii el meridiano considerado. V I ■ 
generatrices de oste cilindro son las tangentes a los distintos parali I 
en los puntos de a quel meridiano. 
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7.— Pueslo que en lodo punto de una superficie de revolución 
l'I plano tangente es perpendicular ai plano del meridiano que contiene 
ni punto, la normai a la superficie estarà siempre en el plano meri - 
diario, encontrando al eje o siéndole paralelo. 

En la figura 328, PN es la normal en el punto P. 





Fig. 328 


Las normales relativas a los distintos puntos de un paralelo con- 
i itrrcn a un mismo punto del eje, formando una superficie cònica de 
(iitación porque, por ejemplo, si la normal en P encuentra el eje en N, 
mirntras P recorre el paralelo, el punto N no se mueve. 



Capìtulo XV 


REPRESENTACION DE CURVAS Y DE SUPERFICIES 

§71. GENERAL1DADES 

1. — Las proyecciones de una curva alabeada o plana sobre dos 
planos son dos curvas planas. 

Para cada una de ellas sera necesario determinar un nùmero 
suficiente de puntos, de modo que sea posiblc su ira/odo. A mcmido 



conocida la naturalc/.a de las proyecciones, convendra determinar pai,> 
cada uria aquellos elcmentos (puntos o lineasi con los cualcs, mediani 
procedimientos ensenados por la Geometria, pueda efectuarse el li„ 
zado de la curva proyección. 
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Asi. sabiondo que las proyecdones de una 
elipses, bastata determinar los ejes, jmes, dadus osto 
individuaiizada y puede ser construina por puntos 
metrico. 


« in irìft-r ;. cia sou 
una « ì . p-i queda 
o conio lugar a<\> 


" bili la. ropresentacion do una curva pinna, os « ;onv«-nnaite 
determinar, cuando resuite faci!: 

1 ■ Ì jOs puntos laterales, es dccir, eì punto do la curva mas a la 
de ree ha y el punto mas a la izquierda: en elios la tangente a cada 
proyecrión es perpondicular a la linea de tierra 



2 9 ini. punto mas alto y el punto mas baio, que se deducen de h, 
proyección verlica) de la figura, asi corno el punto anterior y el ror- 
trr/or, que se deducen de la proyección horizotital. En los dos pri 
tiMìi'Os las la rigen les son rectas horizontales del plano; en los do-: ni 
lilHOS SOI) frolli,■ile;;. 

En bis prove. , iones de la circunferencia de figura 329, A y li 
tati los punto-; mas alto y mas bajo; C y D, los puntos anterior y 
postericr; E y !•', los laterales. 

3. —Sujmrigamos una superficie S y sea V el vertice de ima 
lUperficie cònica circunscripta a S Si c es la curva de contatto 
(fig. 330), ella divide la superficie S en dos regiones: una visible 
|i«rn el que mire la superficie desde V; la otra invisible. 
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La curva c constituye el contorno aparcntc de 5 para vm.obser- 
vador situado en V, porque las generatrices de la supcriore runica sot 
también las visuales que parten de V hacia los puntos lumie- visi 


bles de S. 

Si V se aleja de S. la curva c cambia, desplazandose st.Uu. ■>, j. 
naturalmente, aumenta la región visible. Cuando V se aleja in un 
tamente en una dirección delerminada, por ejemplo, perpendicuiar a 
%i las visuales desde V seràn todas paralelas y el contorno a parer il 
dJ S con respecto al plano iti es la curva de contacio de la superna., 
cilindrica circunscripta a S y perpendicular a ari (ng. 3m,. 



Fig. Sii 


La provecc.ión horizontal d de c es la traza honzontal de aq"‘ 
superficie cilindrica, limita las provecciones honzontales de los pimi 
de S y constituye realmente el contorno aparente de ó sobre *1 P>"" 
observador que mire està superficie eri dirección perpendicular 
desde un punto infinitamente alejado. 

En la misma forma se obtiene el contorno aparente de ó con " 
pecto a itg y su proyección sobre este plano. 
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4. — El contorno aparente de una superficie sobre un piano de 
proyección es tangente a la proyección sobre el misnio piano de teda 
linea que perteneciendo a la superficie encuentra cn el espacio el 
contorno aparente. 

Scali: S la superficie, c su contorno aparente con rasparlo al piano 
iti, l la linea, P el punto de encuentro de c y f (fig. 332). 



Rii efecto, si / es la tangente en P a la linea l, su proyección hori- 
finita] /a sera tangente en P y a la proyección homónima h de l. Pero 
(•1 plano que proyectn horizontalmente t, conteniendo la tangente t y 
pmyectante P!\ de un punto del contorno aparente, es un plano 
tangente a la superficie cilindrica circunscripta a la superficie S per- 
|H>riilicularmente a iti. En consecuencia, su traza horizontal, que no es 
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sino Zj, es tangente a la tra za de csa superficie cilindrica, que no ef 
sino Ci. Las proyecciones L y vienen a tener asi la misma tangente 
fi en Pi; son, pues, curvas tangentes. 

§72. REPRESENTACIÓN DE SUPERFICIES 

1. — Conociendo las proyecciones de la directriz de una superficie, 
la generatriz y la ley del movimiento de ésta, la superficie queda 
determinada y puede ser representada sobre los dos pianos de pro- 
yección. Eastarà construir un numero suficiente de posiciones de la 
generatriz para notar la continuidad de la superficie. 

Pero, en generai, la mejor manera para apreciar la forma de la 
superficie es dada por el conocimiento de las trazas y de los contorno* 
aparentes sobre los dos pianos de proyección. Mas aun, puede decirse 
que los contomos aparentes sobre los dos pianos de proyección consti 
tuyen la mejor representación de una superficie sobre dos pianos 
de proyección. 

2. — Como en el caso de los poliedros, siendo distintas las direo 
ciones segun las cuales se supone observada la supe.rficie sdire los dos 
pianos de proyección, distintas son tambicn las partes visibles sobre 
cada uno de esos pianos y distintos, en generai, los correspondientes 
contomos aparentes, 

3. — Para distinguir en la representación las partes visibles de 
las invisibles se procede con el criterio expuesto en el caso de los 
poliedros (2, §54). 
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SUPERF1CIES CONICAS 

5 73. REPRESENTACION 

1- — Una superficie conica resulta individuaiizada si se conocen 
las proyecciones d, y d-, de la curva di re etri?, y V t y V 2 del vèrtice 
(fig. 333). 

Dados estos elementos pueden cnu^lmirse facilmente cuantas 
genera trices se desean. Las tra za s de un numero suficiente de éstas 
permiten dibujar las tra za s de la superficie, asi corno sus contomos 
nparentes. 

Para determinar una generatriz cualquiera, la quo pasa por el 
punto A de la directriz, por ejemplo, basta trazar las rectas V 2 A S y 
Vi Ai. La traza horizontal H =ss (H ,, //,) de està generatriz es un 
l’unto de la traza horizontal de la superficie cònica. 

\' asi para oiras generalrir.es. 

l’ara obtener los conlornos aparentes se dibujan las generatrices 
lirnites, tangentes a las proyecciones de la directriz. Las generatiic.cs 
ijiic limitar) el contorno a parente horizontal no son, en generai, las 
iiiisma:- qne limitan ci contorno a parente vertical. 

Pam la visibilidad de la curva directriz (y de la traza) notamos, 
fini- ejemplo, que el punto A es visitile en ambns proyecciones por ser 
visibles las proyecciones g t y g 2 de la generatriz que pasa por dì. El 
punto Q, en cambio, es visitile eri proyección horizontal e invisi blu en 
proyección vertical. 

El punto siguiente ampliare elianto 'Conciarne a la visibilidad. 

2. — Deterrei nemos el contorno aparente de una superficie cònica, 
mando se conoce la traza horizontal y el vèrtice. 

Sea la drcunferencia ca (ci, c s ) la traza horizontal y V {V k 
La) el vèrtice (fig. 334). 

Para obtener una generatriz cualquiera se urie el vèrtice V con 
tm punto cualquiera, A, por ejemplo, de la traza horizontal. 

Las tangentes Pi Ri y V iC’i a la traza c j de la superficie cònica 
timi las genera! rices que limitari el contorno aparente sobre el piano x- t . 

Las Kncas de referencia DiD s y E t E 2 , tangentes a c u permiten de- 
Irrminar las generatrices cuyas proyecciones verticales V 2 IX y 14, E, 
limitan el contorno aparente sobre el plano jt*. 

Para la visibilidad de la traza horizontal c t de la superficie note- 
Bios que la perpendicular a LT por F ly punto en que se cruzan c 5 
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ViA i, enruentra primero c 2 , luogo V 2 A 2 . En consecuencia, VjAj es 
isible. no asi el arco B 1 D 1 C\ de la traza c-^. 



Fio. 333 


3. — La figura 335 da la representación de tres conos en posicio 
nes partìculares distintas. 
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4. — Dilli;) una superficie cònica «;s faci] determinar ima de las 
proyccciones de un punto de la superficie citando se conocc la olra 
proyección del punto. 

Sea (fig. 3.56) la superficie cònica dotermiuada por su tra/a hori- 
z ori tal y su vòrtice. 


Fio. 334 


Para ìocalizar un punto de la superficie se aplica un criterio ana¬ 
logo al estableoido en §25. Se dijo entonces que para que un punto 

G rteneciese a un plano bastaba que perteneciese a una recta del plano, 
remos ahora: un punto pertenece a una superficie si pertenece a una 
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linea de la superficie. En el caso de la superficie conica la linea mas 
simple a la cual se recurre es la recta. 

Supongamos entonces que se conoce la proyección horizontal Pi 
del punto de la superficie conica. Supongamos ademàs que Pi es visi- 
ble. Hallar la proyección P s . 


a] b) c) 
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La recta Li Pi es, evidentemente, la proyección horizontal de l« 
generatriz a la cual pertenece el punto P. Su proyección vertimi 
es V 2 A 2 . Una linea de referencia por Pi determina P 2 , invisible |«» 
serio también V 2 A 2 . 

La proyección Pi ha sido considerada visible. Puede, natami 
mente, ser también invisible. La generatriz correspondìente sera «■ 
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i°“ C0 ' V ìf u y P k Serà la Proyección verticali del punto. F*ta y.n> 
yeccion P‘ 2 es visibie por serio V-Ji,. 1 

Analogamente, si la projecdón dada es () ; , y so osta bieco rme 
es visible, se balla en Qi la proyección (invisibH dei punto. 1 
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I 74. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CONICA 

1- - Detorminemos el plano tangente a una superficie conica por 
Un punto de In misma. - 

Sup r 0r,R ' ,ri ^f ( J ìg - 33Z ) un cono circular recto y un punto P de 
superficie, li! piano tangente debe contener la generato/. VII que 
pnsa por P, y la tangente en H a la tra za horizontal del omo. I..,s 
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rectas VII y t son. pues, las que determinali el plano pedido. Si se 
quiere, pueden hallarse las trazas del plano. 

2. — Determinaremos ahora el plano tangenle a una superficie 
conica por un punto exterior a la misura (fig. 338). 

Sea P el punto exterior. 

El plano que se pide debe contener el punto P, el vèrtice V y la 
tangente por la tra za horizontal Q de la recta VP a la traza horizontal 
de la superficie. De aqui, entonces, la siguiente construcción: 


V 2 



Se determina la recta VP y se halìa su traza Q sobre el pia.." 
de la base (plano horizontal eri maestro caso). Se conducen por o, 
las tangentes t x y f. a la base, y entonces los planos detenninados ]><■> 
las rectas VP y OH o VP y QH' son los planos tangentes pedidos. Si. 
trazas son («i, «a) y (Ih, fh), respectivamente. 

Se comprende que el nùmero de soluciones es el numero de t.... 
gentes a la base que pueden trazarse desde el punto Q. 

3 . Ve a in os còrno pucde detcrminarse el plano tangente a "... 

superficie cònica, paralelo a una recta dada (fig. 339). 
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E1 plano bus cado debe contener una recta paralcla a la dada, 
pasar por el vertice y contener la tangente por la traza horizontal do 
aquella paralela a la traza horizontal de la superficie. De aqui, en- 
tonces, la siguiente construcción; 



Se conduce por el vertice V la paralela $ a la recta dacia i . >’< 
■determina su traza horizontal 6’. Desde 5j se conducen las tangere 
SJ{ 1 y S 1 Ii' 1 a la base. Los planos determinados por las rectas T 7 5 y SIì 
n VS y SU’ son los planos tangentes pedidos. Sus trazas son (ai, ».<> 
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y (pi, [>:;), respectivamente. Las gencratrices do fangenc.ia soti VI! v 
Vii'. RI nùmero de soluciones cs iguai al numero (le laiigei*Ics pur 
pueden Irazarse por Si a la base de la superficie. 

§ 75. SKCCIONES PLANAS DE SUPERFICIES CONICAS 

1. — La inlersección de un plano con una superficie cònica da una 
curva cuya naturaleza depende de la direclriz de la superficie. Asu 



miendo un nùmero succiente de elementos de la superficie, la inlcr- 
sección de cada uno de éstos con el plano secante proporciona los pun- 
tos necesarios para el trazado de la curva sección. El principio bàsico 
generai es, pues, semejante al utilizado en el caso de los poliedros y, 
en especial, de las piràmides. 
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De los elemcntos utihzablcs los mas simples son ]as generatric.es. 
Se trata entonces de hallar la intersecaci! de cada generatriz elegida 
con el plano secante. El procedimiento resulta un tanto laborioso por 
el elevado nùmero de generatrices que deben utilizarse para el.acer- 
tado dibujo de la sección. Por esto a menudo se recurre a planos auxi- 
liares que pasan por el vèrtice y que entonces cortan la superficie 
segun dos generatrices y el plano secante seguii una recla. Los puntos 
comunes a aquellas generatrices y a està recta son puntos de la sección. 

2. — En la figura 340 se ha considerado un cono eliptico oblicuo, 
cortado por un plano de canto ABC. 

La generatriz \\ corta el plano de canto en el punto P. Las gene¬ 
ratrices V 2 y V' s , en los pmitos Q y Q', y asi sucesivamente. Unidos 
los puntos de intersección se obtiene la sección. 

Por rebatimiento sobre el plano vellicai se halle su verdadera 
magni tu d. 

3. — Si el plano secante no fucse de canto, puede hacerse tal 
mediante un cambio de planos. Se procede entonces corno en el caso 
anterior y se vuelve después a los planos primi ti vos de prnyecrión 

(fig. 341). 

4. — Los casos mas frecuentes de secciones cónicas se rcfieren a 
conos rectos drculares. A ellos nos referiremos, pucs, en este nùmero 
y en los siguientes. 

Si el plano secante es horizontal, es decir, perpendirular al oje 
de rotación, la curva segùn la cual es corta da la superficie del cono 
es una circunferencia tanto mas pequefia elianto mas cerca del vertice 
està el plano. Si el plano secante es oblicuo y no paratelo a ninguna 
generatriz, la sección es una elipse. 

Supongamos entonces (fig. 342) un cono de revolución con la 
base sobre el plano iti y sea a el plano secante. En vez de ballar las 
intersecciones de cierto nùmero de generatrices con el plano dado a, 
corno hicimos en 2, recurriremos a planos auxiliarcs que pasan por 
el vèrtice, y para simplificar las Operariones los elegiremos con sus 
trazas liorizontales paralelas a la traza horizontal del plano. 

Vista la figura espacial, hagamos la representación del problema 
(fig. 343). 

Para hallar las trazas de un plano auxiliar |5 determinemos su 
horizontal h que pasa por el vèrtice V. Basta conducir por V i la pa- 
ralela hi a la traza a x y luego por V 2 la paralela ho a la linea de tierra; 
hi y h‘ 2 son las proyecciones de la horizontal buscada. Es faci! dibujar 
entonces las trazas Pi y p s del plano auxiliar. Podeinos fijar ahora el 
punto comiin a las trazas verticales de todos los planos auxiliares que 
se utilicen. No es sino la traza vertical R 2 de la hor izontal h. 

Antes de hallar puntos cualesquiera de la sección determinemos 
los puntos notables. El punto mas alto y el mas bajo se encontrarà» 
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con 3os pianos auxiliares cuyas trazas horìzontalcs pasan por las trazas 
horizontales de las gen.eralrices VD yVC contenidas en un plano per- 
pen di colar a la tra za <i, del plano secanfe. Con mas precisión, el plano 
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que pasa por D x determina el punto mas alto, M: eJ que pasa por C- s 

determina el punto mas bajo, N. 

Para tener los puntos laterale® sobre el contorno aparente, se 
utilizali planos auxiliares que pasen por las trazas honzontales ae las 
penerànices VA y VB, porque estos planos cortan la superficie segue 
las generatrices del contorno aparente verdcal, determinando los pun¬ 
tos P y Q- Los otros puntos se determinan de la misma manera y, 



unidos luego mediante trazos continuos, nos dan dos elipses, que so" 
las proyecciones de la sección buscada. _ 

Para obtener la verdadera magmtud de la sección se puece n 
batir sobre el plano vertical, pero en vez de rebatir punto por punto, 
empleando el mètodo generai, se ha procedido, para srmplmca't 
construcdones, en està otra forma. 

Se ha rebatido sobre jt 2 primero a x y luego las honzontales q»“ 
pasan por distmtos puntos de la sección, operacxones que sabemm. 
efectuar. 
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Entonces, por e j empio, la mlersección de la pcrpendicular por P a 
a la tra za a 2 , con el rebatimiento do la hoxizontal que pasti por P, 
es el rebatimiento de este punto de la sección sabre el plano sr^. Y a si 
para los demas puntos, obteniéndose la elipse que da la vera aderii 
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ma gru tu d pedida. Para el desarrollo se ha supuesto abiei-ta la su¬ 
perficie a lo largo de la generatriz VD. Hecho centro en O, con radio 
OD igual a V 2 A 2 (verdadera magnitud de la generatriz), se describe 
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un arco, y sobre é! se Ucvan las longitudes absolutas de los arcos de la 
base comprendidas entre las sucesivas genera trices, empezando por D: 

DE- LhE u 'W = llj? u etc. 

Uniendo los puntos D, E, F. . . ., con O se tìenen las generatrir.es 
correspondicntes (fig. 344). 

E1 arco del sector circular obtenido tiene, evidentemente, una 
longitud igual a la longitud JtCìDi de la circunferencia de la base. 


o 
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Eì angulo del sector es, corno se sabe, 

36(P-r 

g 


co 


siendo r el radio de la base y g la generatriz. 

Como resultado del corte producido quedó marcada una cl• | 
sobre la superficie cònica considerada. Extendida està sobre un pimi" 
aquclla también se extiende, dando una curva especial que es la fruir 
formada de la sección. Para dihui a ria es necesario llevar sobre < •"! 
generatriz del desarrollo la parte comprendida entre la base del 
y la sección. Si se tomasen las partes de generatrices directammi. 
sobre la representación vertical, seria erròneo, pues, salvo las del 



SUPERF1C1ES CONICAS 


267 
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' ,r< tl0n no vana al hacer eJ giro, para ballar el tornano reai ,1.- la. 
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pai'les de generatrices del tronco basta conducir por la proveremo 
vellicai de cada uno de los puntos de la se cciort paralelas a LI basta 
encontrar ~V e A 2 , y entonces el segmento por ej empio, es la 

verdadera magnitud del segmento D 2 M 2 . 

Y asl para los otros. 
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Transportados después sobre el desarrollo de la superficie I" 
segmentos obtenidos se obtiene en 1, 2, 3, 4, .. la transformada 4 
la sección. 

5._El hallazgo de la sección plana se simplifica notableinmi. 

por medio de la hoinologia. 

En la figura 345 se ha considerado el mismo problema anlrn- 
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■ . "' e dctarminado primero un punto A do la'■■('n-iói .,11... 

n OM d « ****** «> 

- ss? 

Tttfsè&ìr* 

plano tóSli " " 0b, '‘" idO 01 nfcU ”‘“»> *• I» «ariti» «Ino „I 

E1 plano tangente en R a la sección con tiene la r-Tonri-- VP 
Tiene conio traza horizontal la tangente poi- el mmi» •> -, u ■' t / 

isi^sssai 

«i -, K.a-.o i/> seta la tangente en H a la sección. 


V 
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Es fidi notar en la proyección horizontal que la tangente 7\R 
« la sección y la tangente T* a la drcunferencia san homológicès! 

6. — Como caso particular se ha considerado en la figura m un 
plano secante perpcndicular al plano vertical y no paratalo a uui-r, ■ 
genera tri z. La sección es también una elipj no paraJUo «* «'ngmia 

Lina pequnna advertencia conviene hacer con respecto a la doler 
*4 Manto tt. Como „ genomi „ de £$ 5 £Jr.£Ì£ 

tttelS "ir" “ ?’ r u 0,8 aI pkno «Sri- B punto D: 
* 1 , ^ dslnu,j <,M '! PJ-oyectado horizontalmente en DesWho «J 
« io se enconl.ro />,. En la mi strip» forma se procedió con R u 

mnonimH d *''\ unmn ?, sohre eì plano horizontal se obtuvo la ve. ,lattar.-, 

ningmtud de la sección. 
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En la figura 347 se ha hecho cl desarrollo citi la superficie coi! 
la transforrnada de la sección. 

Para trazar la tangente FT a la transforrnada de la sección basta 
marcar F'T ignal a F'^l i de la figura 346, pues en el espacio, FT 
es hipotenusa de un Iriàngulo reclàngulo que tiene corno catetos el 
segmento FT de generatriz y F'T j. 



7._El plano secante puede sor paralelo a dos generatrices de In 

superficie cònica, es decir, vertical, en el caso particular que consi «Ir 
ramos. La sección obtenida es entonces hipérbola (fig. 348). ^ 

Para determinarla pensemos ant e todo que su proyección ben 
zontal coincide con el .segmento A 1 B l de traza horizontal del pian.. 
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Si fintoli co s provaci runos los puntos A, y lì, sobre la linea de li-rzv- 
tendrcmos cu A« y IL los puntos mas bajos de la proyección vorticeI 
de la sección. Para ballar otros puntos podriamos considerar una 
serie de goneratriccs de la superficie, cn forma analoga a lo que se 
■hizo eri 2 de § 75, o recurrir a planos auxiliares horizontales que cor 
tarian la superficie seguii paraleìos y el plano secante segi'm re età s 
horizontales, de proyección horizontal corotin h u Los jiuntos A, E, 
•C, D, . . ., comunes a los distintos paraleìos 3 / a esas horizontales, ’son 
puntos de la sección buscada. Unidos mediante un trazo contìnuo dan 
las proyecciones de una rama de hipérbola. 

El punto mas alto, /, cs dado por eì paratelo tangente a la traza ai. 


V 



A la izquierda de la figura se ha determinado, por rebatimiento 
sabre el plano vertical, la verdadera magnitud de la sección. 

La figura 349 da e] desarrollo de la superficie cònica con la trans- 
forma da de la sección. Los segmentos de generatrices bau sido toma- 
dos en tornano reai medianle la ya conodaa rota dòn. 


8 . Si el plano secante es pnralelo a una sola de las generatrices 
di; la superficie, la sección producida es una paratoia (fig. 350). 

Después de cuanto se ha visto bastan pocas explicaciones para 
mi tender la representación de las opera ciones realizadas. 

El plano secante a es perpendicular al plano jt 2 ; en consecuencia, 
**! segmento de traza vertical AJi-i es la proyección vertical de la 
«'cción. Una linea de referencia por B 2 determina B u proyección ho 
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rizontal del •vertice de la parabola. Los purilos A\ y C'i correspondcn, 
en cambio, a los puntos mas bajos de la curva. 

Para obtener puntos intermcdios se recurrc a planos auxiliarcs 
horizontales. Uno de éstos, el fi, por cjemplo, corta la superficie seguo 
el paralelo p y el plano a seguo la recto d; sus puntos de intersec.ción 
D y E son puntos de la curva. Y osi paia los otros. 



Fio. 350 


Como en los demas casos, se ha trazado la tangente a la secciai i 
en uno de sus puntos D conduciendo prhnero la tangente t\ a la b.'M- 
y hallando luego, por homologia, t x . 

Por rebatimiento sobre el plano vertical se obtiene la verdadn.i 
magnitud de la sección. 
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92. Los pimtos A, B, C y D, de los cuales se 
da una sola proyección, pertenecen a la 
superficie laterul del cono de revolueión re- 
presentado en la figura. Hallar la otra 
proyección. Con las notaciones A 2 (i) o 
B 2 (v) queremos indicar que el punto A 
es invisible, o que el punto B es visible, 
en proyección veiticaL 



93. Hallar la proyección que falla, de cada uno de los puntos que se indican, 
p ertene ci entes a las respectivas superficies cròni cas. 



94. El segmento AB es el eje de un cono ree- 
to circolar. B es el centro de la base, sìen- 
do 3 cm el diametro correspondiente. Dar 
la representación del cono. 



Bjbeoici* 94 
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95. Construir el plano tangente en P a 
la superficie cònica que se indica. Ha- 
cer lo mismo en otro punto Q. Expre- 
sar cuales son las rectas que -indivi- 
dualizan cada plano tangente. 


96. Construir el plano tangente por 
P, a la superficie cònica que se 
indica. 




97. Construir el plano tangente » 1 
superficie cònica que se imi' 
ca, sabiendo que debe ser pi» " 
lelo a la recta AB. 


Ejeucico 98 







Capitulo XVII 

SUPERFICIES CILINDRICAS 

§76. REPRESENTACION 


l.__Una superficie cilindrica resulta individuaiizada si se cono- 
cen las proyecciones de la directriz d y las proyeccinnes de la dirección 
r de la generatriz (fig. 351). 



Fio. 351 
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Dadas osto* elementos puedcn determinarse n( nn (in¬ 

genera tri ces se desean, trazando desde punto» de la directriz. punto P 
por esemplo, paralelas a la dirección r. Las trazas de im nùmero sufi-’ 
acme de gcncratnces pemuten dibujar las dos trazas de la superficie 
o m nca. Rn la figura se ha dibujado solamente la tra za ìiorizontnl //, 
d contorno aparente de la superficie sobre el plano horizontal h,illese 
limita do por las rectas A& y C,D U tangente» a su traza horizontafo 
a la proyeccion liorizontal de la directriz. 

Sobre el plano vertical las rectas B 2 F„ y (?,//.. tancenles a 1 -, 
traza vertical (no dibujada) de la superficie o a la proy eccititi ver- 
tical de la directriz, limitali el contorno aparenle 
r. v, Esas rectas pueden obtenerse trazando las linea* de referenza 
frlas a y r, 2 ’ tongenteS 3 la lraZa ^ y lufi B° P<>r ^ y G* para- 

or, , f conocida una de las proyecciones, Q u poi' ej empio, de 

un punto Q de la superficie cilindrica, se encuentra en seguila la otra 
proyeccion Q 2 dibujando la proyección horizontal g x de ìa peneratriz 
que pasa por Q (fig.351) y determinando luego \ medLte mia 
paratela a r* Ri punto Q » (Q u Q 2 ) eS visible sobre fmbos plano» (* ). 


or, Jr j Como caso parti cui a r se ha representado en La figura 352 
un cilindro recto en dos posiciones distintas. 

rizontal 13 prUnGra el e ì e del ciIin<iro es perpendicular al plano ho- 

das S !f U ? da el Gje CS ™ a frontal - Las bases del cilindro situa- 

f Pjoyectan verticalmente segna segmento» 
de recto iguales al diametro de las bases imsrnas. Horizontalmente se 
proyectan segun dos ebpscs de facil construcción. En efecto de los m 

en eTesmrL et t 0S ^ ^ hases ha y dos 1 ue > sie » d o perpendiculares 
en el espac o, tienen sus respecUvas proyecciones horizontales tambión 

Jgrpendmidares: son, rofmendonos a la base superior, los diarnelros 

MN y RQ, uno perpendicular y otro paratelo al plano vertical Sus 

EETf Sera ^r°a’ T S de \ a « U P se - T °mando enloncesAVri 
p .rpendicular a A Ì B 1 , de longitud d, se tiene el eje mayor; luogo. 

me laute lineas de roferencia por R 2 y Q, se limita el eje menor 

4. — La figura 353 da la representación de un cilindro oblicuo de 
asse circolar contenida en cl plano horizontal 

Son conocidos cl centro O de la base y el eje e. El contorno ar.a- 
rente sobre el plano horizontal es dado por las tangentes a la base 
pnralelas a la proyección horizontal del eje. 

Antes de ballar (il contorno aparente sobre el plano vertical deter- 


(*) Dada la proyrcoón horizontal Q, de un punto de la superficie qi.edan d^ 
tfcmmadofi era generai dos puntos de la superficie: Q == (Q 1( Q 2 ) y Q' = (O' Q'j 
K*te ùltimo do marcado en la figura. *** 
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minemos la traza vertical do la superficie cilindrica. Basta para osto 
unii- las trazas verticales de un nùmero succiente de generatrices. En 
la figura se lian considerado ocho generatrices, obteniéndose en A 2 B,C 2 
D,F 2 G->H 2 la proyecdón vertical de la traza vertìcal. 

Las rectas por 1 2 J 5 2 paralelas a e 2 limitali lateralmente el con- 
tomo aparente sobre el plano vertical. Elias soli, ademàs, tangentes 
a la proyección vertical de la traza vertical. 



§ 77. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CILINDRICA 

1 . — Por un punto dado de una superficie cilindrica quereli." 
hacer pasar un plano tangente a la superficie. 
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l'.l plano taiioeule resulta detenniuado por la genera tri/, qm pasti 
por el punto y por la tangente a una curva de la superficie en eì pun- 
to en que la generato/ de contacio encuentra la curva (11 de $m). 
Como curva de la superficie podemos considerai' la propia tra za. 

8ea ent.uricos P el punto de una superficie cilindrica dada por se 
tra/a horizontal y una generaIriz g (frg. 354) 



Se traza la generatriz p que pasa por P j luego la tangente h 
•n M l a la traza horizontal de la superficie. El plano a determina do 
por p y t es el plano pedido. 
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2. — Queremos determinar allora ei plano i .. a ima uper 

fi eie cilindrica por un punto exterior. 

E1 plano buscado debe contener una genera (ri/, do la superficie 
y también la paratela por el punto dado a las geimrainces. 

En la figura 355 se da un cilindro mediali le su b.m. < m . dai- v Sa 
dirección de sus generatrices. El punto exlerior es 

Se conduce por P la paralela p a las genera trio, Ella encuentra 
el plano de la base en el punto T, Por 7', se condurmi I. . reità- /i/ii 



! r T\Si tangenles a la base, y hay enlonces dos soluciones: el plano 
*TIi y el plano P7'S, anibos tangenles a la superficie del cilindro. 

Imagi nudo el cilindro conio un cono cuyo vèrtice està a distanno 
Infinita de la base, oste problema no es sino un caso partirular del 
problema anàlogo referente a una superficie conica. 

3. —- El plano tangente a una superficie cilindrica puede ser para¬ 
talo a una min dada. Debe contener enlonces una generatriz y ser 
pnralelo al plano determinado por la recta dada y la paralela por un 
punto de està a las generatrices de la superficie (fig. 356). 


282 


D. DI PIETRO, —GEOMETRIA DESCRITTIVA 


Tràtese entonces de un cilindro circular oblicuo y sea r la recte 
dada (fig. 357). Por el punto P de r se conduce la paratela s a las 
generatrices y se determina la Ira za a 2 del plano formado por r y a. 
El problema queda reducido al trazado de tangentes a la base del 
cilindro paralelas a a L . Una de las tangentes es la re-età t u qua 





perniile mdividualizar la generatriz AB de tangencia. El plano *i‘- 
forman las rectas t y AB es el plano buscado. Hay otro plano tamii" - 
solución del problema: es el obtenido al trazar la segunda tanti' ll ' 
a la ci rcimferetici a de la base, paratela a la traza ai. 

§ 78. SECCIONES PLANAS DE SUPERFICIE® CILINDRICAS 

1. —En generai, un plano a (fig. 358) corta tòdas las generai , 
de una superficie cilindrica, determinando una cierta curva c. ■' 
plano es paratelo a las generatrices, la sección producida està foni""' 
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por tantas generatrìccs corno sort los puntos de in terse colóri del plano 
secante, (j, por ejemplo, con la dircctriz (o con la tra za de la su¬ 
perficie) . 

Si la superficie cilindrica es drcular, loda sección plana es una 
elipse (eri particular, una circunferencia o dos rcctas cuando el plano 
secante es perpendicular o paralelo al eje de la superficie). 

2. Para hallar la sección plana de una superficie cilindrica, en 
el caso de ser cortadas todas las genera tri ces, pueden emplearse los dos 
métodos generales sieruientes: 



Fio. 358 


1* Hallar la intersección del plano secante con un nùmero sufi- 
eionte de generatrìccs. Uni dos mediante un trazo continuo los puntos 
obtenidos resulta la curva pedida. 

2 ? Recurrir a planos auxiliares convenientemente elegidos que 
Oorten, por ejemplo, la superficie, segùn dos generatrìccs o segùn cur- 
Vas paralelas a la directriz (o a la traza) de la superficie misma. Los 
puntos comunes a estas intersecciones y a las rectas segùn las cuales 



284 


D. DI PIETRO. —GEOMETRIA DESCRITTIVA 



\ <N' 



SUPEimciES CIUNDRICAS 


285 


eliplano secante dado corta cada plano auxiliar son puntos de la seo 
ción buscada. 

3. — Tratese, por ejemplo, de un cilindro circular oblicuo (figu¬ 
ra 359) cortado por un plano ABC. 

Siguicndo el prìiner mètodo hallaremos la intersccción de algunas 
generatrices con el plano dado. 

Empecemos con la generatriz DE, que limita horizontalmente eì 
contorno a parente de la superficie. 



El plano que proyccta DE sobre el plano vellicai corta ABC segua 
In recta MN. El punto P, en que se encuentran MN y la generatriz 
l>E, es la intersección de està con el plano ABC; tencmos a si un punto 
ilo la sección. Como D-.E. 2 es proyección vertical de DJL X , pero tara 
bifm de E\G X , la misma recta MN permite determinar un segundo 
jiunto Q de la sección. 

En la misma forma se procede con la otra generatriz ìli del con¬ 
torno aparente horizon tal, obteniéndose los puntos P' y (/. 
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Consideradas después las generatrices JK y L LL, que limitali so- 
bre el plano vertical el contorno aparente, se obtienen los punios lì y 5. 

Otra generatriz cualquiefa, XY, por ejemplo, da su propio punto 
de intersección T y también T', pertenecientes a la generatriz cuya 
proyección vertical coincide con la de XY. 

4. — La figura 360 da la imagen espacial de un cilindro cortado 
por un plano a. Para hallar la sección empleando el segundo mètodo 
pueden utilizarse planos auxiliares, tales corno el P, por ejemplo, para- 
ìelos a las generatrices y paralelos también a la traza ai de a sabre el 
plano que contiene la directriz d. La superficie es cortada por estos 
planos auxiliares segua generatrices, tales corno a y b, y entonces los 
puntos M y N, en que la intersección AB de a y (3 corta a y b, son 
puntos de la sección. 

5. — Tratese, corno ejemplo, de un cilindro recto circular (figu 
ra 361) cortado por un plano cuaìquiera, a, dado por sus trazas. 

El plano vertical (3 es para lei o a las generatrices de la superficie 
faterai del cilindro dado, y su traza (3, es paralela a la traza «i del 
plano secante. Corta la superficie seguii las generatrices a y b y el 
plano secante a seguo la liorizontaì (hi, fu). Los puntos A y B, conio 
nes a las generatrices ay b y a la horizontal h, son puntos de la sección. 

El empieo de un nùmero sulicierite de planos auxiliares para 
lelos al (3 permite hallar los puntos necesarios para el trazado de la 
sección, que es ima elipse cuya proyección horizontal coincide con la 
proyección horizontal de la base del cilindro y cuya proyección ver 
tical es AìBnDXX- Son puntos notables de la sección los puntos A-< v 
D 2 del contorno aparente vertical, determinados por los planos ausi 
liares cuyas trazas horizontaìes pasan por dj y Di; los puntos m.i-. 
bajo y mas alto, M 2 y N 2 , determinados por planos cuyas trazas ho ri 
zontales son tangentes a la circunferencia de la base, y los puntos /'• 
y Q 2 , determinados por el plano que corta la base seguii un diametro 
La verdadera magnitud de la sección ha sido obtenida rebatiendo sobro 
el plano horizontal. Por afinidad pueden detenumarse cuantos punto 
se necesiten, En particular, eì rebatimiento de los segmentos MN y ì\> 
dan los ejes de la sección elipticn, 

La tangente en un punto B de la sección es, corno se sabe, la in 
tersección del plano secante y el plano tangente a la superficie cilin 
drxca a lo largo de la generatriz que pasa por B. La traza horizoni.il 
de este ùltimo plano es y u tangente en E, a la circunferencia de L 
base. La traza horizontal de la intersección de ambos planos es en 
tonces I\T 2 , y corno està intersección debe pasar por B, la recta V/i 
sera la tangente buscada. 

En la figura 362 se ha dibujado el desarrollo de la superficie del 
tronco, cortada a lo largo de la generatriz que pasa por M. 

La superficie desarrollada tiene corno eje de simetria la generau u 
que pasa por el punto mas alto, iV, de la sección. Los puntos de inll< 
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Xlón de la transformada de la sección corresponden a los puntos P y Q, 
determmados por el plano auxiliar quc pasa por el centro O de la base.’ 

La t angen te en e l punto B de la transformada resulta determinada 
tornando B„T 0 - BJ\ de la figura 361. 
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S. — La figura 363 da la sección. de un cilindro recto mediali 
plano de canto. Se ha dibujatio también el desarrollo de la supe 
5 del tronco (fig. 363 bis). 





Fio. 363 bis 


§79. INTERSECC10N DE UNA RECTA CON UNA SUPERFICIE 
CILINDRICA 

1..Se hace pasar por la recta un plano auxiliar que corte la 

superficie eri ia ferma mas simple. Los puntos P y Q, comunes a la 
«ección pi oilurida y a la recta AB dada, son lo.s puntos de entrada y 
salida de està recta én la superficie cilindrica (fig. 364). 



Fig. 364 
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2 .-—Sea (fig. 365) un cilindro oblìcuo y una recta a. E1 plano 
auxiliar que produce la sección mas simple es cl que pasa por la recta 
y es paratelo a las generatrices. 



Pur un punto /> cualquiera de la recta a rotiducimos la parali !., t 
a las generatrices. I:',l plano delernunado por las rectas a y b coit i t. 
superficie segim las generatrices CD y KF. Los puntos P y Q, 
nes a estos dos rectas y a la recta dada, son los clos puntos pcilnl"- 
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3. La figura 366 se refiere, corno caso particular, n un prisma 
recto atravesado por una recta a. 
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103. Determinar la sección recta del 
cilindro que se indica en la fi¬ 
gura. Hacer después el des- 
arrollo de la superficie del tron¬ 
co. Marcar los puntos notables 
de la transformada de la base. 


\ 



=ì:v 

EJBitcìcio 103 



104. Hallar los puntos de in 
tersección de la recta r 
con la superficie cilindri¬ 
ca que se indica. 


Ejkhcicio 10* 



CafitujjO XVIII 

SUPERFICIES DE REVOLUCION 


§80. REPRESENTACION 

1. —* Una superficie de revolución queda perfectamente definida 
si se conoce el eje y una curva meridiana. 

E1 eje es considerado generalmente vertical (fig. 367). 

Entre los infinitos xneridianos de la superficie conviene repre¬ 
sentar acjuél cuyo plano es paratelo a 7Tq. Se le llama. corno va sabe 
mos, meridiano principal. En proyección vertical aparece en verde 
dera forma y magnitud; en proyección horizontal coincide con la traza 
homónima del plano que Io contiene. Cada parolaio de la superficie 
se proyecta borizontabtnente segun una circunferemia de cenilo Oi y 
radio igual al del propio paralelo; verticalmente, se proyecta seguii un 
segmento igual a su diàmetro y paralelo a LT. 

La proyección horizontal de un meridiano cualquiera, 1. coincidi- 
con la traza homónima pj del plano que lo contiene. 

En lo que concieme a la proyección vertical, puesto que el meri 
diano principal puede ser considerado corno rebalimiento de un meri 
diano cualquiera de la superficie sobre el plano vertical. se landra una 
afinidad homológica entre las proyecciones verticalcs de ambos meri 
dianos, siendo e 2 el eje de afinidad y la perpendicuiar a /? 2 la dirección 
de afinidad. 

En cuanto al contorno aparente sobre el plano rrj, es dado por la 
proyección vertical del meridiano principal; sobre el plano horizontal 
es dado por uno o mas paralelos, segun la superficie considerado. 

2. — Dada una de las proyecciones, P 1} por ejemplo, de un punii' 
perteneciente a una superficie de rotación, hallar la otra proyección 
(fig. 368). 

El paralelo que pasa por Pi se proyecta horizontalmente seguii 
la circunferencia de centro Oi y radio OiPi. 

Las lineas de referencia por los extremos Ai y Bi del diameli-" 
paralelo a LT de esa circunferencia encuentran el meridiano prim i 
pai en los puntos (A 2 , B 2 ) y (A' 2 , B' 2 ), determinando dos segmento-., 

A 2 Bi y A’Jil, proyecciones de dos paralelos de igual radio y cuyai. 
proyecciones horizontales se confunden en la ùnica circunferencia <1- 
centro Oi y radio OiPx. 

Considerando entonces uno u otro de esos paralelos se tiene /’■ 
o Pi, corno proyección vertical del punto considerado. 

El problema tiene, pues, en generai, dos soluciones. 
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Hallemos allora, corno problema inverso, aquellos eventuale* pini 
tos de la superficie conociendo la proyección vellicai P e (fig. 369). 

La pro yección vertical dei paralelo al cual pertenece P 2 c-s el seg¬ 
mento A-ìB». La h orizontal es la circunferencia de centro O, v radio 
O 1 A 1 igual a 0 2 A 2 . La linea de referencia por P 2 determina sabre esa 



circunferencia dos puntos, Pi y P[. Las soluciones del problema son, 
pues. en generai, dos; en nuestro caso, los puntos Pes(P l5 P 2 ) y 
P'^ (P\, P D ). 

§ 81. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE DE ROTACION 

1* — La superficie es dada por su eje y por su meridiano piin 
cipal (fig. 370). El punto dado es (Pi, P 2 ), perteneciente a la su 
perficie. 
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I;U;I f !l <y el plnno laiigcnlo pcdido La-!.,-.; de!,.ninnar la- i, iv 
gontes eti P a dos linea* cualesqmern rie la superi',, i tf , 

U plano individuali za do por esas dos tangent.es es e) plano pV-didU» 

I,as dos tmeas jjucden ser el paralelo y d meridiano a los ni dea 
perle n eoe P. 



Fio. 370 


La tangente por P al paralelo se j.royecta horizontalmente segùn 
In tangente U por i\ a la circunferencia de centro C) 1 y radio Q& 
bu proyeccion veri irai t, es paralela a UT. 

. te ^ e f to al meridiano que pasa por él es una recfa con- 

temda en el plano del meridiano. Horizontalmente, se proyecta segiin 
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f sabre la tra,a horizontal del plano. Para hallar su proyeccion ver¬ 
tical t’ recordemos que el meridiano pnncipal y otro meridiano cua 
numera son figura* afines; y afines seràn las tangentes en dos puntos 

corre sporidi ente s de dos meridiaxios. _ * 

Setraza entonces la tangente' por P ' 2 y se urne P* con el P ml 
en que aquella tangente encuentra el eje de afinidad 02• La 
MPa es la proyeccion vertical de la tangente al meridiano q P 

^ El plano a, formado por las rectas tyf.es entonces el plano 
tangente en P a la superficie dada. 

2 . — Hay otro procedimiento para encontrar el P la «° 

, 1ina suner fi eie de rotación en uno de sus puntos P. *, 

(4 de § 70 ) que ese plano es también tangente a la super ìcie com - 
circunscripta a la superficie de rotacion, segun el paralelo al cuoi 

pertenece^el determìnar la supe rficie conica circunscripta 

y tramarle por P el plano tangente. 

Es lo que se ha hecho en la figura o 71 . 

C- n PC la nrovección vertical del paralelo al cual pertencce ! 
las tangentes al meridiano Principal por A* J »? dan las genera mo ¬ 
del contorno aparente de la superficie cornac^cimsc P^. cl . 

El ninno tangente a està superficie ambiar ciebe ci nte x _ 

§ 74) ìageneratriz VH que pasa por P y la tangente en H n la U, 

horizontal de la superficie conica , |(t 

Su traza horizontal «1. coincide con la tangen c 

nima de la superficie. Para determinar la traza a 2 habna que tim 
trar la traza vertical de la generatriz VH, o bien, ya que P es _!’U" ' 
del plano, trazar por él una horizontal h, hallar su traza vei 1 - 

y hacer pasar a» por TV 

3. __ Un tercer procedimiento consiste en util.zar conio su; h- b 
pmxiliar la superficie cilindrica circunscripta a la superi ine < •• 
segun el meridiano al cual pertenece el punto. Las dos super un- -'■ 
nen cn el punto considerado el mismo plano tangente. Todo se rea 
. pues, a reproducir mi problema conocido. 

4 — Si nos proponemos hallar el plano tangente a una super! . ■ 

de rotación por ™ punto extcrior , lo «todo pnAscr ■* j 

a trazar un plano tangente a la superficie cornea circunscrip 
superficie de rotación, siendo vertice el propio punto exten x 
pr!S™ tiene, on generai corno es 

ciones Para determinarlo habna que hallai la linea de c 
ambas superficies y fijar sobre ella el punto de tangencia. 

5 — Vearnos entonces còrno se encuentra la linea de conta, u. ■' 

una superficie de rotación y de una superficie conica a eli. 

cmiscripta. 
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fiat' dada a lo largo de distinlos paraielos, Delerminada mia de estas 
saperiicies cònici is auxiliarcs, podemos trattarle por el palilo V k> : ; 
planos 1angent.es. Cada uno de cstos sera tangente a la superficie co¬ 
nica a lo largo de una genera triz y tangente también a la superficie 
dada en el punto com un a osa genera tri/, y al paralelo el egida Este 
punto es un punto de la linea de contacio biisrada. Basta considera r 
entonces sucesivamente un nùmero sul unente de paraielos nara ob tener 
los punto s nec esarios para su trazado. 

Sea Adii la proyección vertical del prèmer paralelo arbitraria- 
menle clegido; su proyección horizontal es la circunferencia de cen 
tro O, y radio 0 1 A 1 . lui tangente A«M 2 a la superficie puede sor co.n- 
siderada conio genera tri/, de una superficie cònica drcunscripta a la 
dada, seguii cl paralelo elegido. Se trala de Lrazar por V los planos 
tangentes a està superficie cònica. 

I aia simplificar la construcción de los planos tangentes que 
pnsan por V conviene admitir que tanto osta primiera superficie auxi- 
har corno las siguient.es tengali su respectiva base en el plano hori¬ 
zontal que pasa por V. Està base se proyecta, refiriéndonos a la pri 
mitra superficie, verticalmente seguir el segmento A‘ a B', horizontal- 
monte seguii la circunferencia de radio 0,A[. La re età" que un e M 
con I tiene conio tra za sdire el plano de la base el mismo punto V. 
Las Jan genl.es F,//, y f',A , a la baso permiten individualizar las gem 
ratrices MH y MK de contacto de los planos tangentes a la superficie 
cornea a umiliar. Prolongados ha.-la el plano del paralelo considera do 
determinali los punto-; P y Q de la linea de contacio. 

Iùjados otros paraielos, pueden buscarsi? todos los puntos nece¬ 
sarios para el trazado de osa linea. 

Notando que cualesquiera soan los paraielos elegidos siero prò 
dehen hazarse por V t tangentes a circunferencias decentro O, «.e pu >. 
de, para simplificar la delerminación rie los sanisivos puntos de i.,n 
gelida, conio Io cn sena la Geometria KìenienUiì, dibnjar la circuiii 
renein de diametro ViÓ 1 . 

Los puntos de la linea de contacto situados mine cl reumi-■; 

C y D. delerminados por la circunferencia de diametro ÌVh ,,| imi. . 
la proyección horizontal del ecuador. 

Los puntos de la curva de contacio situados snluv ri n„ n . 
Principal se obiienon mediante las tangentes por ,, h, 
vertical de ose meridiano. Son (A. - ,, A',.) y (/■',. A’..). 

Para encontrar los pini los nnis ulto v mà\ hnjn del i.mi.iinn .q .> 
rcnte obscrvemos que el plano meridiano gn, p.r.i per I' • ,, n -hiuv 
un plano de simetna del con lori io a parente I i.iicenies pm- 1 .1 

ese meridiano determinarli!! entonces los puniti. |, m ites mas alio y 
mas bajo. Pero es necesario 1 levar previamente suine el plano rc 2 
tanto ese plano meridiano conio el punto V. Girando ahededor del 
eje MO, el punto V se ubica en V'= {V\ E 11 cu auto al meri- 
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diarie^ cuya proyección hurizontal osili en la re. (a T/,0,, or.. la 

posicion dal meridiano principal. ' 

Se conducen entonces las tangentes V'.jG' y VI! por V' al me¬ 
ridiano Principal; los puntos de tangencia <?f e /' determinai los pa- 

Sdtrs "luTCrì eiro “ ivi,Il, " ìi “ r •» 

§ 82 ‘ PLANO ECCION DE UNA SUPERFICIE DE ROTACION CON UN 

I. — Se determina por puntos recurricndo a pi ano.s auxiìiares con 
Tromentemente elegidos. Los quo dan sccciones de mas fidi constali 
cmn son los perpendiculares al eje de la superficie (planos bonzon 
° , t ° Ios . que P asan r or (?1 - Los primcros corlan la superficie se min 

para le! os, de constnicción inmediata: los seguii dos prodneen secc.or.es 
■cuya proyección horizontal es la misma traza horizonta! del plano 
aux.har considerado y cuya proyección vertical es de facil doler 
mmacion. 

Uno cu a legnerà de l«s piarne amnlian-- corta ci plano secar,!. 
SeR "“ lma rocta r ; y ^'domes los evonluales puntos de inUrsecrión de r 
■con la curva c determinatiti por ose rnismo plano auxiliar al .-urtar 
la superi ,cie dada, sor pini los de la sección pedida. 

Considerando un nùmero su Udente de planos auxiìiares m no 
tienen los puntos necesarios para el trazado de esa sección, 

“• Tralese de una superficie de rotacióu dada por su eje (e, 
y su meridiano principal (m 1; rn^) (fio. 373). Sea • ’ ; 

secante. 

Considercnios vnvios planos auxiìiares horizontalo 

Tini: Ant a,.. .. ì . ... /*■ i i , 


ept, 


tp el plano 

•Sea y . uno 
• su prò veci 

'(•etili la • ir 


de caos. Este determina en la superficie el [.amieli. 
verticalmente seguirei sarmento A/,/Y.>: horizcnlolnmle. 
cunferencia de centro O, v radio 0,A-/,. 

LI plano secante n es cortado por y 3 seguii la meta limi/. 
Vi, Ih), y entonces los puntos A y B. comunes a està certa ' , 

parando, son puntos de la sección que se busca. 

Y asi para otros planos auxiìiares. 

En estas secciones intrresan los siguientes pmilos ,,,,i <( 1,1, 

. L Los puntos sol,re el ecuador. F.Uos s. T amn m e 
lomonlal la parte visiblc de la sección, de la parlo im Libie (pian,; M 
“ v L ° s JAintos que estan sobre el meridiano principal. EH.- . ■ 
paran en la proyección vellicai la parlo vi-abl. de la ; 
parte mvisible (plano e). 

3 1 ? Los puntos mas allo y mas bajo. Para ó'.|n: , 

M-caón unterà es simetnea con respeclu al pian:; \.-r i 
pesa por O, y es peipcndicular a a ; . Como esos ,,m 
o los planos a y |3, pertenecernn a su int.ersecnón „ 


lai 


l;i i*( cimi 

tirimi-. 

« i \ \ i i 


MHr |. 


(f> ) V 
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tenecoi an también, ìiaturalincnlc, a Ja sección meridiana producida eri 
la superficie por el plano auxiliar | 3 . 

Debemos ballar entonces los dos puntos do in torsor.dón do la recto 
a y de la sección meridiana determinuda por fi. l’ara simplil'icar prò 
cedcremos conio en 4 del paragrafo anterior. Liraremos la vocia a y 
el plano (■> basta colócarlos paraiclamcnle al plano vertical do provec- 
ción. Las nuovas proycccioues de a serau OjP' y a', y la nuova 
traza de (3 sera La sección meridiana contcnida eri (3 sera abora 
el meridiano principal cortado fior (OjP' a',) en los puntos G" y R’ 
Volviendo a la posición primitiva resultali los puntos G > U busca dos. 

d., —- La tangente a la curva de la sección plana encontrada en 
uno -cualquiera de sus puntos queda determinai?*! corno intersección del 
plano dado a y del plano tangente a la superficie en oso punto. 

En la figura 374 se ha representado la misma superficie de rota 
ción del cjercicio anterior y un punto S s= ($j, S->) de la sección pro¬ 
ducida por el plano a. 

LI. plano tangente por S a la superficie puede sor ballarlo mediante 
cualquiera de los procediroientos indicados. Nosotros Iti hirimos por 
afinidnd, obteniendo.asi sus trazas 5* y 82 . La recta ts fi,. /■>), inter¬ 
sección de los planos a y 5, es la tangente por S a la sección plana. 

4. — Nos proponemos encontrar ahora el punto de intersección 
de una recta y una superficie de rotación. 

Por la recta dada se hace pasar un plano auxiliar. Se busca 
la sección producida, y entonces los puntos coxnunes a està sección 
y a la recta son los puntos pedidos. 

Es lo quo se ba hecho en la figura 375. La recta dada es 
rES (b- co). Los puntos de,intersección hallados son P y O 


§83. SUPERFICIE ESFERICA 

* •.La superficie esférica es una superficie de revolueión engcn- 

(Irada por una semicircmiferencia que gira alrededor de su diametro. 

Es de revolueión con respecto a cualquiera de sus diametro-;, v 
entonces, cualquiera sea el plano secante utilizado, la sección es sr-rn 
|>re una circunferencia. 

En parl.ir.ular, si el plano secante pasa por el -centro, la sección 
ns una circunferencia maxima de diametro igual al de la superficie 

En caso contrario la sección es una circunferencia menar. 

2. La proyección de ima superficie esférica sobre cualquier 
plano es una circunferencia maxima. 

La representación de una superficie esférica puede estar consti 
hilda entonces por dos circunferencias de diàmetro igual al do la u 
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■perfido, y talcs 

que sns centros j e 2 

Oi y O s estén j a 

sobre mia rais- 

ma linea de re- /P ' pk 

ferencia (figu- / ' 2 ; l?\ 

ra 376). Puede / \ 

tornar se corno £ 4 $-Jy-—!-Q 

eje de rotación il j j * 

la ver ti cal e, \ f / 

proyectada ho- \ | y 

rizontalmente 1 

-en O], y corno 

generatriz la O 

semicircunfe- 

rencia A 2 B 2 C 2 j I | 

de centro 0 2 . ~-—-—I-L_ T 

E1 meridiano I I ! | 

priucipal es la J 

circunierencin I | | 

A,B 2 C,Eh Ca- - 

da para le lo de I /| _ )s, 

la superficie se \/ j s \ , \ j 

proyecta hori / \f \ V 

zontalmonte se- B.l—-1 -—-—L 

gón una cir- \ \\ e ìQ K ÌV\ 

cunferon; ia do \ \. y J 

centro O,, ver- \ ^- ^ y 

licalmon le $(»_ _ 

gón un. seg- 

menlo de roda Fio. 376 

parallelo a IT. 

, m nnntn p'X f 7 ^ Iadetermi nación de-la proyección horizontal de 
PVim ° P de ! “ ^Porhae cuando se conoce su proyección vortice? 

iinntos ~P E1 Pl | in ° tan | ente J a una superficie esférica por uno do sos 
5 Mo “; "* ^temdo empleando el mètodo generai esmble- 

< H o Para ias superfxc.ies de revolución. 

Puede procoderse también asi- 

buscado 1 nnmad ° P° r Ias rectas h y f « «1 plano 


misi no 


li • 4 ',, En )a p, £ ura d79 se ha determinado la sección de ima sur.,, 
fine estenca mediante un plano de canto. f 
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La proyección vertical de la sección es el segmento A 2 B 2 de tra za 

vertical del plano secante. 

La proyección sobre el plano honzontal es una elipse. Un punto 
cualquiera, P, de la sección se obtiene utilizando un plano auxiliar 
borizontal (3, que corta la superficie segun un paratelo y el plano « 
segun una recta de punta, r. Resultan entonces simultaneamente los 

dos puntos (Pi, P 2 ) y (P[, ?,) de la secclón ' 



Los puntos A! y limitan el eje menor de la elipse. La perpen 
dicular al segmento A l B l , en su punto medio Ci, pemnte hallar e <T 

may °La Z Litersección del plano secante con el plano del ecuador ha., 
conocer los puntos Qi y Q{ sobre el contorno aparente honzontal. 


5. —En la figura 380 se ha determinado la sección produci 
en una superficie esferica mediante un plano diametral. 

En primer lugar fueron determinadas las trazas (ai, cte) del p 
no mediante las proyecciones de la honzontal (h u h 2 ) que pasa i 
el centro O de la superficie. 


>< U 
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La seccion produci da es, naturai me ! 1 le, una circunferenda mà¬ 
xima cuyas proyecciones sobre los planos n x y tc,, son elipses. Que- 
remos individuaLizar estas elipses. 

Entre los infinitos diàmetros de la circunferenda maxima antes 
mendonada hay imo, el parolaio al plano horizontal, que se proyecta 
sobre este plano en temano reai A~Ji x , segmento de la recta h x , En 



A\B X tendremos entonces el eie mayor de la elipse segùn la cual se 
proyecta la sección sobre el plano 3 tj. 

El eje menor estarà sobre la perpendicular por Oj al segmento 
Para determinarlo hagamos el rebatimiento sobre iti del plano 
vertical |3, que contiene el diàmetro cuya proyecdón da el eje menor. 
Girando alrededor de $ u la circunferenda deter mina da por p en la 
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superficie se ubica en la circunferencia de centro (Q) y radio igual 
al de la superficie. Como el punto 7\, traza horizontal de la re età 
que contiene aquel diametro, no se mueve, T 1 (0) sera el rebatimiento 
de la recta y (C) (D) el rebatimiento del diàmetro. Volviendo a la 
posición primitiva se obtienen en C\ y D 1 los puntos que ìimitan el eje 
menor de la elipse. Està puede ser trazada entonces. 



Fio. 379 


En la proyección vertical se procede en forma anàloga, noi.> 

que el diàmetro EF de la sección, paralelo al plano vertical, da en > 1 
el eje mayor de la elipse. El otro eje se obtiene rebatiendo sobri- u. • i 
plano de canto y que contiene el diàmetro cuya proyección vrii..-' 
es el eje menor de la sección, Volviendo a la posición primitiva "li • 
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en G 2 H 2 el refendo eje. La proyeceión vellicai de la sección puede 
asi ser conslruida. 

6 . — Nos proponemos determinar ahora la sección producila en 
una superficie esférica por un plano cualquiera no diametrali (fig- 381 ). 

La sección es siempre una circunferencia, pero no maxima, corno 
en el numero antcrior. Su centro O 7 no sera el centro O de la super¬ 
ficie, de modo que lo primero que debe hacerse es ubicar las proyec- 
ciones de O', proyecciones que seràn centros de las elipses segun las 
cuales se proyecta la sección. 

La Geometrìa Elementol ensena que la recto que urie el centro 
de la superficie esférica con el centro de una sección producala me¬ 
diante un plano secante es perpendicular al plano. Las normales n 
y r 2 a las trazas cu y «a del plano secante son entonccs las proyecciones 
de la recta 00', y el punto 0’ = (O', 0' 2 ) es la intersección de r con u. 
Por facil y conocida se suprimió en la figura la construcción auxdiar 
de osa intersección. 

Para determinar la elipse correspondiente al plano jtj pensemos 
que de los infinitos diàmetros de la sección bay uno. el liori/.ontal, Ali , 
que.se proyecta sobre ir, en verdadera magnitud y que da. en ennse 
cuencia. el eje mayor de la elipse. La paralela por O x a la tiaza <*i nos 
da asi la dirección del eje mayor. _ 

Pensemos también que bay otro diametro, CD, de la sociimi. 
perpendicular al primero, es decir, situado sobre una recta re maxima 
pendiente del plano a, cuya proyeceión es perpendicular a la dirección 
del eje mayor. El nos darà entonces el eje menor de la elipse. 

Conocidas las rectas sobre las cuales estàn ambos ejcs, hallemos 
sus longitudes. Para esto consideremo.s el plano (3 que proyecta hori- 
zontalmente el diametro CD de la sección, y hagamos su rebat.muento 
sobre jti girando alrededor de (3i. La circunferencia maxima producida 
por (3 en la superficie esférica se rebate en la circunferencia de centro 
(O) y radio igual al de la superficie. El centro O' de la secci ón se 
rebate en (O') y la recta CD se ubica en El segmento (C) (D) 

es entonces el rebatimiento del diàmetro CD. 

Volviendo a la posición primitiva queda determinado el eje menor 
C\Z;,. Y corno (C) (JJ) es la ver dadera magnitud del diàmetro de la 
sección, bastarà tornar A X B\ = (C) (D) para individualizar el eje 
mayor. 

La elipse ya puede ser trazada. 

En forma analoga se procede para determinar la proyeceión ver 
ficai de la sección. 

7 ._Hallemos la intersección de una recta r.. & (r u r 2 ) con una 

superficie esférica de centro O sss (Oj, 0 2 ) (fig- 382). 

Por la recta se liace pasar un plano auxiliar. Los puntos cornimi . 
a la sección producida y a la roda dada son los puntos buscados. 
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Como plano auxiliar hemos utiliza do el quo proyecta li oiizo vi¬ 
talmente la recta r. 

Las perpendiculares por O, y 0 2 a las trazas del plano auxiliar 
permiten localizar el centro C = (C^C,) de la sección. La proyección 
horizontal de està es el segmento A , verdadera magnitud del dià- 



Fjo. 382 



SUPERF1CIES DE RKVOLUCION 


315 


metro n.>i ■ OS] iouì li''\r)ISi mlr-noc r.-: o ili 1 " ••••>!ir.- '1 plano :r. tanto 
la sección conio la roda, se oblimeli In.-, jiioìi.t js coinunes (P) y ( Q ). 
Al deshacor el rebatimiento los puntos (Pi, P3) y (Qi, Q-i) son los 
que se buscali. 


« 

l_ 



T 


Fio. 383 


D n C 




Si se quiere, puede hallarse también la proyección vertici) i de la 
sección, operación que, corno se ha visto, no resulta indispensnble en 
este problema. 
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Fig. 385 
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8 .— La superficie esférica no es dess>m>llabl<.\ fcstudiarenirè <«n 
tonces ùnicamente su desarrollo aproxiiuado, de interós prdcticu en 

caldereria sobre todo. 

Dos son los métodos utilizados: desarrollo aproxiiuado por husos 
y desarrolo aproximado por zonas. 

En la figura 383 se tiene una superficie esférica dividida en doce 
partes iguales o husos por medio de meridianos, cuyas proyecdrmes 
horizontales son diàmetros del contorno aparente y cuyas proyecciones 
verdcales son elipses. 



La superficie de un buso no es desarrollable. Se trata entonc.es 
de rcemplazarla poi' medio de uria superficie plana suficienlcmenle 
aproximada. Para osto so dibuja un rectàngulo AlìCD cuyas dinien 

sioncs sean AB — ry de la circunforcncia màxima, o sea, AB lungi 

tud del arco del buso tornado sobre oì en.indor. y AD ~ ^ fb' la cir 

cunferenc.ia màxima. Se marcan los, puntos medios M y N de los seg 
mentos AB y ])(' y P y Q de los segmontos AD v BO. Se hace pmnr 
un arco de cimmfereucin por los puntos M, P y N, y ot.ro por M, (J 
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y /V, y entonces ìa superficie plana MQNPM es el dcsarrollo apro 
ximado de uno de los doce busos de la superficie. 

La figura 384 da, mediante este metodo, el dcsarrollo aproximado 
de la mitad de la superficie de una esfera. 

El segundo mètodo es el desarrollo aproximado por zona?. En 
la figura 385 la superficie esférica ha sido dividida cn zonas: I, II, 
Ilf, IV, . . ., mediante planos paralelos tales que A 2 B-.- B^C 2 — 
C S D 2 — . . . Reemplazados los arcos .4 2 Z? 2 , R. 2 C 2 , C-.D 2 , .. ., por 

V‘ 



ìas cuerdas respectivas, cada zona puede sor reemplazada, con cierta 
aproximación, por la superficie lateral de un tronco de cono. Li 
zona li, por ejemplo, puede scr reemplazada por la superficie lateral 
del tronco de cono cuyo vèrtice es V 1 } y cuyas bases son los circulo.v 
determinados por los planos paralelos de trazas verticales O./A 

Està zona II ha sido desarrollada, aproximadamente, al lado do 
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-A'i 

la pruyocción vellicai de la su ju*f I a io e-dorica utili/ando mmt, radi, 
del scctor circular el segmento V^ID, 

En la figura 386 so ha oli t crudo ol desarrollo de las cuatro zona® 
do la initad superior do la superficie «sfèrica. 

§ 84. APLICACIONES 

J - — En la figura 387 so ha hocho la representación de una bó- 
veda «sfèrica. 



Fio. 387 


El lector puede notar tòmo las juntns do las distinta® dovclas se 
proyeotan sobre el plano vellicai sogi’m segmento® do roctas o arcos 
de elipses. 

En la figura 388 se reproduco la còpula de Santa Maria de las 
Gracias, de Milàn, que tiene bóveda murai interna csférica y tedio 
cònico. 
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§85. TORO 

1. — Cuando una circunferencia gira con su plano alrededor de 
una recta situada en su plano y que no corta la circunferencia basta 
volver a la posicióri primitiva, se tiene una super ficie de rotaci óre 

Uamada toro. 

La figura 389 da la representación de un toro cuyo eje de rota- 
ción es vertical. 



Fig. 388 


E1 contorno aparente sobre el plano horizontal es dado por la* 
proyecciones de sus paralelos maximo y minimo. Sobre el plano 
vertical es una linea mixta unica. 

2.. — Dada una de las proyecciones de un punto de la superficie, 
la vertical, por ejempio, se determina la etra proyccción empleando 
el metodo generai dado para las superficie)? de rotación (fig. 389). 
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i'-i ■ i fieni.i >!Kt fi pillilo (Ai, A->) es visibili M.l>n. ri , : : . 
e inveirne sobre el jtj; el (A' t , A->) cs invisible sobre ambos planos, 
E1 pimlo (/ii, B 2 ) es vis ibi e sobre ambos planos; el (/?' B 2 ) es 
visibile en proyerrión bori/.onta] e invisible en proyecdón verticai; lo 
misino ori ine con los puntos (B”, B 2 ) y (B" f B s ). 



Fio, 389 


3.—-Hallemos la sección plana ile un loro. Sea (aj, od el plano 
secante (fig. 391). 

Se puede recurrir a planos auxiliares liorizovilales. El de Ira/.o (V- 
por ojempio, corta la superficie segun dos paralelos: el de radio Cò.4-, 
y el de radio Corta, ademas, el plano dado seguo la horizontal 

(hi, hz). Los puntos 1, 2, 3 y 4, comunes a està racla y a aquellos 
paralelos, son puntos de la sección buscada. 
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Y nsl para otvos punì.;',. 

Esperidi importali ria tieneu ios puntos 5, 6, 7 y S, pertcnecien- 
tes a los paralelos maximo y minimo, pues cllos sejiaran en la prò- 
yècrión horizontal la parte vistble de la invisible; y tieneu tarnbién 



Fio. 390 


importancia los puntos 9, 10, 11 y 12, por ser los puntos mas bajos y 
mas altos de la sección. 

La tangente a la sección por uno de sus puntos se determina 
siguiendo el metodo generai corno intersecrión del plano tangente 
a la superficie en ese punto y el plano secante. 
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4. — La figura 392 ila la scceión de un toro mediante un plano 
paralelo al plano vertical y tangente en un punto de lei cn'cimferencia 

de garganja. 



Fio. 392 


Sea a el plano secante, tangente en P a la superficie. Determina 
mos algunos pimtos de la sección. El ecuador proporciona el punto 
(■'di’ Aa) ■ los paralelos mas bajo y mas alto proporcionan los punto:- 
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(B!, B s ) y (C i, C's); los papalelo’ Mi.uèdir: oii d piano ai que 

pasa por M 2 , j>or ej empio, detoni j man los puntus (/A, D 2 ), ( E y , Et), 
(Fa, F«), (Gì, G 2 ), etc. 
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Unidos los puntos obtenidos se obtiene la curva de la sección. 
Tiene la forma de un ocho y se llama lemniscata. 
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5. — Para ballar la intersorción de una retila A lì con un turo 
se sigma el procediniiento generai conocido (fig. 393). 

Se hace pasar por la recta un plano, el que la proyecta horizon- 
talmente, por ejemplo. Se halla la sección producida por este plano, y 
entonces los puntos P y Q, comunes a la recta dada y a la sección, son 
los puntos pedidos. 


EJERCICIOS 



Ejercicio I0G 
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108. La figura que sigue es la repie- 
sentación de la superficie de un 
parulioìoide, obt,enida, come se 
sabe, por la rotación de una parà¬ 
bola alrededor de su eje. Hollar 
el plano tangente en el punto P == 
PP >- 


EJEKCICin 108 
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109. Conslruir cl plano tangente a Ir 
superficie de revolution dado ea 
la figura, conocida la proyectidm 
horizontal P 1 del punto de tan- 
gencia. E1 punto P perlenece a la 
superficie. 


Ezejìcicio 3.09 


110. Reprwenlar una esfera de radio igual a 4 un y que sea tangente a lo* dos 
planos de proyección. 

111. Representai una esfera de radio igual a 5 cm que sea colluda por el plano i\. 
seguii un cuculo dado. 



Ejescicio ire 
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t !.J,. !'»•;; 'telili,r ima «sfera (.uvei rer'!;-" • ■ . .. 

bailo a un drculo ■luta, > u .,.. u- u j V 

ai «, Inillese la intersecete* de los dee planos, rehàtase sobre' 4, 

113. Construir la lincei geodètica para d«s punti» A y B de una superficie «sfèrica 

d t ° dado ° y radu> r - Hagase paratelo a ^ el plano ABO, dibtijese te 
circuriferenaa mamma por A y B, centro O. Vuélvase a la posición prnnn 

114 ' ?con™^r tanSen,e ’ 8 W,n SUPCrfÌde CSféricB ** — * « P— 
1!5. Ballar la intersecai™ del toro con la recta indicada en la figura. 


( ) E1 arco Ali de circunferencia màxima de una superficie «sfèrica de la 
«nstaoua minima, sobre esa superficie, antro ),»- punlos A y B. Por està p.opiedad 
el ateo AB llèmase linea geodètica, o geo,!.;licci, de ia superficie «sfèrica, entra su « 
puntos A y B. En generai, llamanse li ,«w g, od/sicas de. uro, superficie «quella* 
hneas trnzada. sobre està superficie tal,» tate arco aneti-,.,nome limita,!.; 

r, ,, “ lde , Ia ® lIuma dl f! anda eQtre extremos. 1 „ e ì caso de superficie* 

desarroltebles las bneas geodésicas tienen transformaddri.; rectiiltieas 
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§ 86. HELICE CILINDRICA 

1. _ Si suponemos una sección rccta fì de una superficie cilin¬ 
drica e imagìuamos que un punto móvil P, partendo rie la posición 
ini dal Po sobre Q se mueve sin salir de la superficie, de modo que 
a cada instante permanezcn constante la relación k entro ri segmento 



P X P (distancia del punto a la sección recta) (fig. 394) y el arco co- 
ircspondierite PJ J i, es decir que 



PoPx 
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<■! hipar geomètrico de las di.-Linl, .. pn.biom;, .1.- i v ,, , nlli 

curva alaboada quese Ilama hélice cilindrica. 

E1 segmento f\ P es la ordenada del punto P cori respecto al 

plano de la sección. E1 arco P n P\ es su abscisa curvilinea. Et eje de 
la superficie es el eje de la hélìce. 

Continuando el punto P su movimiento, ocupara eri cimo ins¬ 
tante la posición P' sob re la generatriz de la superficie, que pasa por P.,. 

La distancia P 0 P' ~ p es el paso de la hélioe, y la porción de està 
curva comprendida entre P 0 y P’ constituye una espira de La Ìndice. 

Si l es la longitud de la sección recta de la superficie, se tiene, 
evidentemente, 



es dei ir, 

p = kl. 

Como caso particular, si la superficie cilindrica es de rolndón, 
!a Indire es llnmada cilindrica cìrcular, y entonces 

p ~ 2xrk. 

Eri oste caso suole definirse la hélice corno el lugar geomètrico 
de las disti ri tas posiriones de un punto P que recorre con movimiento 
uniforme una circunferencia, mientras està se desplaza, lambién con 
movimiento uniforme, manteniendo su plano perpendicular a la recto 
lugar de las distintas posiciones de su centro. 

2. — Se sabe que en un plano el lugar de puntos tales corno 
P> P', P", ■ ■ ■ (fig- 395), cuyas distancias a una recta fija x mantienen 



una relación constante con la distancia de los respectivos pies a un 
punto fijo O de la recta, es otra recta 5. Se comprende entonces que 
1«_ transforma da de una hélice cilindrica es también una recta, y la 
hélice es, en consecuenrin, la linea de menor longitud, o sea, la' linea 
geodésica, entre dos puntos de una superficie cilindrica no situados 
sobre la miseria genera triz. 

3- De cuanto precede resulta el prooedimiento para construir 
con facilidad la reprcsentacion de una helice, dibujando pmnero sobre 
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el plano (lei (icsaiT'illn un.i recto s y iw .ando lungo a la superimi- 
cilindrica primitiva. Supongamos quo està sea de rótoción y perueu- 
diculai- a ji, (fig.396). 1 

La pmyección horizonto] de la hélice coincide, naturalmente. con 
el contorno aparente horizontal de la superficie cilindrica, es dedr, 
con la circuxiferencia de la base. Para ballar la proyección vertical 
se ha tra/.a do a la derecha do la figura el dcsairollo de la circunfiv 
renda de la base, el paso y el desarrollo de la hélice. 

Considerado el punto P 0 corno origon de las espiras. se ha divi- 
dido la circuxiferencia, su desarrollo, asi corno el paso, en cierto 
numero de pnrtcs igualos, doce en nuestro caso. Entonces, basta Hevar 
soiire las proyecciones veriicales de las distintas generatrices, a parte 
del plano de la sección rccta al cual pertenece P B , a partir de LT en 
nuestro caso, seg.menl.os iguaies a los comprendidos elitre la transfer- 
moda de la circunierencia de la base inferior y los puntos en que la 
transfonnada de la he lice encuentra las respectivas generatiices del 
desarrollo. Resulto asi, corno segxmda proyección de la hélice, una 
sinusoide , 

4. —Hemos visto que, cualquiera sea el punto P de la hélice 
considera da, verificase que 

pIp 

—— constante = k 


Si P,P se vuelve igual al paso, el arco se vuelve igual a la cir¬ 
cunf erencia de la base, y entonces verificase también 

circunf, 

l’ero el triàngulo rectàngulo dibujado a la derecha de la figu 
ra 396 hace ver que 

. _P _ 

circunf. 


luogo, 


k — tga. 


Este anguio a recibe el nombre de dngulo de pendiente de la 
hélice. 

Supongamos ahora (fig. 397) dos puntos, M y N, de la hélice, y 
hagamos pasar por sus correspondientes generatrices el plano secante co. 
Por definición de hélice verificase 

MiM _ N[N 

pIMi PJV j 



334 


D. DI PIETRO. —GEOMETRIA DESCRITTIVA 


u, lo que es lo mismo, 

ÀVV _ 'Si j-j] 

M X M P 0 M\ 

Por otra parte, ios triangulos semejantes M 0 M X M y M„N,N dan 

MpN i NiN l'2"| 

Comparando [1] y [2] se obtiene 

Me n\ _ pj yT 

WM i / } A 



Fio. 397 

de donde, por conocida propiedad de las proporciones. 

M 1 N 1 _ /Si 

7Si Si 
Si = _S. 

M.M, MJVi 


o, lo que es lo mismo, 
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•Si « i ,• tnt;. ,V '■ ri... iì'ci i 1 11 : .j.,incute a M, ! 

tiende a «tir la tangenti» on M a ia hélice y el cociente 
a la imickul. 


MiNi 

h!Wx 


tieude 


Tarnbién tenderà a la mudati, entonces, el cociente -4===—-• 

M<M\ 

En el limite se tiene, en consecuencia, la tangente t en M (fi¬ 
gura 398) y 

Ì\M] = M 0 Mi. 



Resulta asi: 

1” Que la tangente a la curva en uno cualquiern, M. de sus pun¬ 
te, forma con el plano de la base un angulo cura tangente trigono 
mètrica es igual a la del angulo de pendiente de la hélice. 

En efécto: 

MJVÌ _ MpV? „ , _ a 

MMx P~Mx 

2’ Que la proyección sobre el plano de la base de la porrión de 
tangente comprendida entre el punto de contacto v el punto en que 
la tangente enruentra el plano de la base es igual e Ja absrisn curvi- 
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linea del punto, lèsto proyección recibe el uombre di tublaiif-Atilr de 

la curva en el punto considerado, 

5. — Se tiene, entonces, que las trazas sobre el plano de la base 
de la superficie cilindrica de las tangentes a la hélice, conducidas por 
puntos A, B, C, D, . . de la niisma, son puntos Ai, Hi, H\ y H'J de 
la evolvente de la ciramferencia de la base (fig. 399). 



6 . — Se tiene, también, que la verdadera magnitud de una por- 
ción de tangente, CH’, por ejemplo, comprendida entre el punto C de 
tangenda y la traza H' sobre el plano de la base, es la verdadera 
longitud de la parte ABC de hélice correspondientc-. 
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7„ - CcjnsIjii- 
yamos allora la lan 
gente a la Indice por 
uno de sus puntos 
P (fig. 400). 

Se sabe que la 
tangente a la pro- 
yección de una cur¬ 
va es la proyección 
de la tangente a la 
curva. Entonces, la 
tangente por P t a la 
ci rcu n ferencia de 
centro O t es la pro- 
yección horizontal 
ti de la tangente 
buscada. La Ira za 
horizontal de la tan 
gente t se indivi- 
dualiza fàcilmente 
recordando las con¬ 
clusione s del punto 
4 de oste paràgrafo; 
es decir, basta to¬ 
rnar sobre t 1 el seg¬ 
mento PiH i — arco 
rii P 3 rectificado. 
TJna linea de refe- 
renda por //, de¬ 
termina Ii 2 ; se mie 
despuós ÌJ 2 con P 2 . 
Quedan osi hallndas 
las jirowccion.es f, 
y tì de la tangente 
buscada. 



§ 87. SUPERFICIE» HELICOIDALES 

Se da el nombre de superficie helicoidal, o sim[demente 
^elicoide, a la superficie engendrada por hélices de eje iconnin e iguai 
paso, descrijitas por Jos diferentes puntos de uria linea dada. 

Suele sor dcfinida tamia én corno engendrada por la coni posi dòn 
do un movimiento uniforme alrededor de un eje, con un movnniento 
de iraslación paratelo al oje, efectuado por los distintos puntos de una 
linea dada. 

loda super fide cilindrica de rotacion cuyo eje coincide con ei 
eje de una superficie helicoidal determina sobre està una bèi ire de 
paso iguai al de las infinitas hélices que contiene ei helicoide. 
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Rii generai, los helicoides son superfides alabcadas no desnrm- 

ilables. 

2._La linea móvil que engendra el helicoi.de puede ser una 

recta. Dicese entonces que aquél es un hehcoùte reglado. 

Si la recta generatriz se apoya en el eje,^ste e]e sera una directriz 
rectilinea de la superficie reglada y se tendra un helicoide a ^rtrcfriz 
rectilinea o cerrado, que podra ser recto u obliato segun que la gene 
ratriz forme o no un anguio recto con el eje. 

Si la generatriz es alabeada con respecto al eje, se obtendra un: 
helicoide abierto, que tainbién puede ser recto u obhcuo. 



En un helicoide abierto habrà una hélice de radio minimo igual 
a la minima distenda entro la generatriz y el eje: es la hehee ih 

gmganla^ ^ cerrad0) la hélice de gargante se reduce al or 


3. —Como caso parlicular, un helicoide reglado puede ser de. 
arrollable. Ocurre esto cuando es la superficie lugar de las tangenti-- 
a una hélice circular (fig.401). Su representación se reduce enton<<~- 
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a con (inerir por un nùmero su fidente do puntos de la he lice las corres- 
pondientes tangentes. Las tra za s de estas tangentes determinali sobire 
cada plano de proyección la traza de la superficie helicoidal. 



Es lo que se ha hecho en la figura 402 para la traza horizontal. 

4. — Como el helicoide al cual nos referimos es desarrollable, el 
plano tangente en uno de sus puntos lo es a lo larg o de la genera tri?, 
que pasa por el punto y contiene, ademàs, la tangente a otra curva 
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de la superficie en el punto coinun a està curva y a la genera triz 
de contacto (fig. 403). 

Siendo, en generai, conocida la tra za horizontal de la superficie, 
el plano tangente queda indivi clualizado mediante la genera triz g 
que pasa por el punto dado P y la tangente t a la traza horizontal de 
la superficie en el punto Q, oomun a g y a esa traza horizontal. 

La figura 404 da la correspondiente representación. 

5. — El helicoide desarrollable tiene la propiedad de poder desli- 
zarse sohre si mismo, sin estiramientos ni roturas, mediante tm movi- 
miento helicoidal continuo que va desarrollando la superficie basta 
transformarla en un plano. Durante este movimiento la hélice dircc- 



triz no cambia de curvatura ni de longitud. Solamente cambia de 
forma, pasando de curva alabeada a curva plana y siendo su trans 
formada un arco de circunferencia. En cuanto a las distintas genera 
trices, continùan durante ese movimiento de desarrollo siendo tan 
gentes a la hélice directrìz v tangentes a aquel arco de circunferent ni 
una vez concluido el desarrollo. 

Para el trazado del desarrollo debe determinarse en primer tèi 




342 


D. DI PIETRO.—GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


siendo r e 


:} radio de la base de la superficie cilindrica y a el aogulo 

que la tangente a la heiice 
forma con el plano ni (angio¬ 
lo de pendiente). 

Puede calcularse tam- 
bién graficamente en la for¬ 
ma que indica la figura 405. 

Obtenido p se dibuja una 
circunferencia de centro O y 
radio p y se determina sobre 
ella un arco de longitud igual 
a la hélice correspondiente a 
la porción de b el iarde que se 
quiere desarrollar. 

En la figura 406 se lia desarrollado el helicoide representado en 
la figura 404. 




Fio. 406 


La longitud del arco AB es igual a la longitud de la parte «»<• 
hélice directriz correspondiente. Està longitud aparece en tamano vai 

en el segmento ìB->C S de la figura 404. 
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Dividi do el arco en nuove parte.; iguales. dote trazarse la tangente 
por cada punto de división. 

So puedo tra zar primero la tangente BU en el punto B del arco. 
Su longitud es dada por Z? 2 C 2 , quo es tainbién la longitud de la parte 
de helice corrospondiente y también, segun ncubamos de establecer, la 
longitud del arco AB. 

Dividido entonces AB en nueve partes iguales se trazan, a partir 
de 2, ias otras tangentes, Uevando sabre cada una de ellas longitudes 

iguales a ^ BC > ^ BC, etc. 

Los extremos obtenidos perniiten dibujar el desarrollo del beli 
corde dado. 


6. Entro los helicoides reglados bay uno particularmente im¬ 
portante por su aplicación cn la conslrucción do filetes triangulares. 
Es el ilamado kehcoide obliato. 

Su superficie es engendruda por una recto generatriz quo se 
muovo apoyandose constantemente en unti Indico cilindrica circolar 
y pii el eje de està misma hélice, formando, a do mas un anguio inva 
riable, no recto, con el eje mencionado. 

So comprende entonces que cada punto delti mela generatriz des 
cube olia hélice de paso igual a la dada sobre otra superficie cilin¬ 
drica coaxial con la dada. 

Paia obtener la representación de este helicoide so representa pri- 
inero la holìcG dire etri z de la superficie (fig. 407) y se une el origen 
— (^.i? A 2 ) de la curva con un punto B ~ (B ly B 2 ) del eje. La recta 
AB constituye la posición micial de la generatriz. Para obtener las 
posiciones sucesivas de AB se hace que gire alrededor del eje, de un 
angulo correspondiente a 1, 2, 3, ..., divisiones iguales previamente 
establecidas, y, simultaneamente, que suba de 1 , 2, 3, . . ., divisiones 
iguales, también establecidas, sobre el eje. El lugar de todas las posi- 
ciones de la recta AB es el helicoide buscado. 

En la figura se ha limitado el helicoide representando solamente 
la superficie comprendida entro ol eje y la hélico directriz. 

El helicoide oblicuo constituye una superficie no desarrollable. 
pues dos generatrices sucesivas no son coplanares. En efecto, ellas no 
son paralelas, pues, por ejemplo, P e es proyección vertical de dos 
puntos (Pi, P s ) y (Q*, Qh) de distinto alejamiento, y los puntos si- 
tuados sobre la vertical por Ch tienen todos cota distinta. 


' P plano tangente al helicoide oblicuo en uno de sus puntos 
queda individualizado por la generatriz que pasa por el punto y por 
la tangente a la hélice que perteneciendo a la superficie pasa también 
por ei punto. 

Sea P el punto (fig. 408). La generatriz que pasa por él es 

(A/.Pi, M,P 2 ). 
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La Lelìu- iju< pa a |i(n /' •«. \ • g i 1 / .nialmente seguii la 

drcuufercncio de radio M,Pi. La lui.;;. ut e por P a la hélice tiene 
corno proyección hori/ontal la recto t, lai ignite a osa circunferencia- 
su traza horizontal H se determini. .4, §8h) marcando sobre eì 
punto li\ . tal. que 1\H\ sea igual a la .di-.risa curvilinea del punto P. 



Uniendo // 2 con P s se tiene la proyección vertical t- 2 de la tangente a 
la hélice. 

E1 plano tangente pedido queda asi determinado mediante las 
rectas MP y t. 
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Si se quicic, pueden hallnr.se sus tra/as. 

8.— Si Se corta el helicoide oblicuo mediante un plano horizonlal, 
se obticne una espirai de Arquimcdes de luci 1 construcc.ión. Eri 
efecto (fig. 409), M 2 da Mi, ÀA da A 7 ,, eie. 



9-—Una nplicación importante del helicoide oblicuo es el tor 
rullo a filale triangular. 

En generai, un tomillo consta de una parte centrai maeiza y 
cilindrica, llamada nùcleo , y de una parte perifèrica, cl f itele, de foi 
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ina ii' ii ■ h<I;iI. cngendrai 
plana adiacente a una 
ahododor del cje 
de osi e misi) io ci¬ 
lindro. 

En rii caso 
del iormllo a fi- 
lelo triangular 
la lìgi un piana 
(pie gira es mi 
Inangrdu isósce- ~l~ 
Ics A Ut' (j'igu- 

ra ili 1 ., ionieni- 

do eri un plano 
pile pa~a por cl 
ej(-_ y i uva base 
y\< peri enee*; a 
mia de las gene¬ 
ra triccs del cilin¬ 
dro. 1,1 paso de 
las lielir.es des- 
criplas esjgnaì a 
la ba-.f~.dC del 


de 


or ri i ■ i : \ i 
las urlici. 


i m--h h i i;i i e ori. 1 1 do una f igura 
ilrnc.s del (dindio del nùcleo 


eje 


poso 

- 


Fio. 410 



triangolo. 

K1 angulo 0 que corresponde al vèrtice B es constante para cada 
t ipo de i liete, variando entro 52° y ()0°. En el sistema Whitworth, 
e ~ ^ en el sisieu-a iuternacionaì. 0 -- fi0°. Fai la prèdica. para 
e\ilai la arista agii da delemnnada por la hélice quo dosenbe el vèrtice 
salienfo B. se coita el Iriangulo generador mediante una cecia r para 
•eia a la base AC a una distancia que en el sistema Whitworth vale i£ 
de la altura h del Iriangulo generador. 

i.o mismo se bare con las arìstns entrantos que corrcsponden a 
las lielires descriptas por los vcrtices A y C. 

I.a figura 411 da la representación de un tomillo.de rosea Irian 
gular. 

Fueron trazadas en pri mer t erm ino dos hèlices sdire las super 
l'icies cilindricas de radios Oi/4 t y OJh; se tra zó luogo el con Ionio 
aparente sobre el plano vertical de las superficies helir.oidales des 
cripta s. En rigor, este contorno aparente hailnso constituido por las 
euvolvenl.es de las proyecciones de las genera tri ces de las dos superi i 
cies helicoidalcs que limitan el fi!eie: pero esas envolventes dirieren 
tari poco de dos segmento.*; rectilirieos que en la pràctica se procede a 
conducir [>or el vèrtice saliente del triangolo generador langenles a la 
hélice dcscri])1a, langenles que. por otra parte, difieren muy poco de 
los otros lados del Iriangulo. 

Las proyecciones horizontaìes de las dos hèlices son dos eira nife 
re n ci a s con cèn tri ca s. 
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10._Si en el helicoide considerado en 6 de esle paragrafo las 

generatrices se vueiven perpendicuiares al eje, se tiene el helicoide 
recto, superficie reglada también no desarr olinole. 





Fig. 411 

La figura 412 da la representadón. de una porción de està sup 
fi ci e, enpendrada por un segmento AB de generato. Los punto* 
v B describen dos hélices concéntricas y de igual paso. _ 

I* determina dòn del piano tangente a està superficie en uno d 
«US puntos P se resuelve corno en el caso generai de los heiicoid-: 

oblicuos. 
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L*is '■<'<.I<i- [; V t son lux qiu il' li i di oi.iri ri pi, ino !.inpri;| ( . ,,oy 
P a la superficie re preselilada. 



Fio. 412 


11. — E sta superficie lielicoidol es ompleada frecuenlemcuu ni 
la prò etica: torri il lo de fi Iole cuadrado, tornii lo de Arquunedcs, limót» 
de escalcras, etc. 
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Nos rel'crirernos al lornillo a filale cuadrado. 

E1 es engendrado por un reclangulo, ABCD (fig. 413), contenido 
en un plano que pasa por el eje da un nùcleo cilindrico, con un Jado 
BC dispuesto segun una generatriz do la superficie de esc nucleo. 



Los dos vórliccs B y C del reclangulo describen sobrc la superilib 
cilindrica dos héliccs iguales cuyo paso B-J.Ì'., debe ser, por lo meno-., 
igual al doble de B»C«, para pemutir el pasaje de la parte salirmi- 
de la tuercn. 

Los vértices A v D describen otras dos hélices de paso igual .1 
las primeras, pero de radio OjAj. 

Dira aplicación del helicoido recto es dada por la figura 4M 














Capìtulo XX 


INTERSECO!ON DE SUPERFICIES 


5 88. GENERALIDADES 

1. — En distintos capitulos hcrnos considerado la inlersección de 
un plano con una superficie poliedrica, cònica, helicoidal, etc. Kos 
referiremos ahora al problema generai de la infcrsccción de dos su- 
perficies cualesquiera. Este problema se presenta a inenudo en dis- 



tintas cuestiones practicas; por ejemplo, citando debe ostudiarse E> 
conexión de dos canerias, o las faldas de un te;cho, o la unión de ino 
caldera con su chimenea, o de un a viòli con su fusela j e, etc. 
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Ì.)u., -I1J-I il U'I - .[II! Si’ III I • : 1 i [il La Mi .» ■ ■ 1 ! I LI ! •. l ' I : : : 

lineai i;sj)i.'ciat(.‘s, t;n generai iw pi,mas. Lara delrrnimarlas se pir-ileu 
corlar las dos superficies dadas S v S' mediante olra superficie auxi- 
liar S" convcniontemente elcgidn. Las lineas de intersección / y V de 
5", con cada una de las superficies dadas, se cncuentran generalmente 
en tino o mas jmntos 1, 2, 3, . . . .. que son puntos de la inlersecc'ón 
buscada (fig. 415). 

Un nùmero suficienin de superficies auxiliares permite el trazado 
de la intersección buscada. 



Fig. 416 


E.; òste <:1 mètodo de las superficies serti ni es auxiliares. 
l a superficie auxiliar mas simple es e! plano; el mètodo es dis¬ 
tingui do entonccs conio mètodo de las planas seca rii es. 

Estos pueden ser horizontales, o vortirales, o de canto, debiendo 
tratarse, en generai, de que las lineas seguii las cualcs eortan las 
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ser Siimples: arista* de sopri Iicic- jkjI’h'kIi*.lc;■-». oairran i< .■> de super 
ficics cònica* o cilindricas, etc. 

4.— Cuando dos suporfiaes s<; corion [mede ocuvrir que una de 
ellas posa a través de la cifra; puede imnginarse quo la primera queda 
entera (lentia) de la seguirla, niicutras està, eli cambio, cs la cortada. 
Se dice enlonces que hay jx'iwtradòn (Jig. 41 (i) y la intersección se 



Fio. 418 


compone de dos lineas separadas: la curva de entrarla y la curva 
de salida. 

La figura 417 muestra, en cambio, otre tipo de interseco «Mie aos 
superficies. Una de éstas entra sólo parcialmente en la otra. Hay 
enlonces arranque o merdedura y la intersecoión consta de una curva 
ùnica. 
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5 88. INTERSKCCION DE DOS SUFKRFICIES POl.-ÌEDRlCAS 

1- — La mtersección de dos superfides poliédricas se compone de. 
mia o mas linea® poligonales, en generai alabeadas. Sus vértices som. 
ios puntos en que las aristas de una de las superfides encuentran las 
earas de la otra superficie; sus lados son las intersecciones de las cacai; 
de las dos superfides. 

Para aplicar el mètodo de las superfides secantes auxiliares co. 
sideremos las superfides de dos piramides (f'ig. 418). Sus vértices sor. 
U j V y sus bascs ABC y DEF, situadas en los planos ni y ir*, respeo- 
.tivamente. 
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TJnamos los vértices U y V. Las trazas de la recta UV non R y S 
odo piano, a, por ejcmplo, que pasa por UV, tendrà sus trazas a-.. y 
a-, que pasan por R y S, rcspectivamente; y si corta las dos super 
hi n >: iìnri.is, lo bara segùn gencratxices de las xnisinas, 

J o-, punto;, de encuentro, t y 3, de las generatric.es de una de la." 



ÌNTEÌÌSECCION UÈ SU i’EIU'lCIF.S 
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superi i! ri,Il l.,s ,i« la eir.» si> ;m ! I. ir.. smi, , vul- i->eiìU\ plinto 

de la uiiersiM cióu buscada, 

| ,os putii OS R y S, donde convergei! las trazas de todos los planos 
seamles auxiJiares, se Mainali puntos de cow•enuncia. 

(In segando plano, fi, por ojemplo, que pasa lambién por VV v 



corta las dos superficies, proporcionara otre' punto? de la interrar 
dòn, y a si sucesi vo meri te. 

Cuando un plano nuxiliar corta una de las superficies seguii una 
ansia brucamente. se «lice que es un plano limite paro esa superficie. 
Asi. el jilano y es limite para la superficie de base DEF y es util. l as 
regiones utiles de los planos auxiiiares estati cornprendidas entre las 
rcrtas SM y SN en el plano a* y RM y UN eri el Diano jt». 




p^nelnacian con 
doi punk» Gioblps» . 
£p*nerR2Cidn- tnordpduno) 


Fio. 423 
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Fig. 424 


Uno de los sólidos tiene corno 
sobre una de sus aristas «; el otre 


aristas siguen la direedón d 
(iig. 424), el prisma puede ser 
asimilado a mia piramide cuyo 
vèrtice U ha sido lanzado al 
infinito en la dirección d. En- 
tonces la recta UV sera la pa¬ 
ratala por V a la dirección d. 
Se procederà después corno en 
el numero anterior. 

4. — Consideremos ahora 
ìas superficie? de dos prismas 
(fig. 425). 
vèrtice el punto U en el infinito 
tiene su vertice V en el infinito 


sobre una de sus aristas b. Los planos secantes auxiliares seràn, pues, 
paralelos a las rectas a j b. Tornando entonces un punto arbitrario 



Fio. 425 
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P y trazando por él las paralelas c y d a las arista* a y b . ro.sjioclivil¬ 
mente, queda definido un plano a paratelo a ios planos secante* auxi- 
liares. Las trazas de cualquiera de éstos serali asl paralelas a las trazas 
m y 02 del plano a. 

Se procede después corno en 1 . 



INTERSF.CCION DE SUl’EHFtCIES 


Jitnilos ]iri;;)uiyi(.iìnilo‘, pur |„, s) . (llU | (>s 

'?| UX1 V U LS S ^ d - 1 i vt ^ J * ates hitersección se utilizali ùnicamente auue- 
Ilos planos utiles que pasan por una arista de una u olia de las super- 
tu.ies. Obtemdos los puntos de la intersección es neccsario detomiinar 
coiTeeUmjeulc el orden seguii r! cual deben scr urridos. 

, > —f^wfcremns, por ejemplo, el caso de dos superficies pii- 
niaticas (ug. 426), una vertical y otra oblicua. 

Corno planos secanl.es ulilizamnos, de acuerdo con el 
nuotilo nubendo eri el nùmero 4, planos paralelos a las arisias de 
anibus superficies. En este caso, planos paralelos al vertical de pm 
yeccioii. Uno de ellos, el que proyccta horizontalmenle la arista Èli 
s n ^ or ^ loe base ARCO seguii los segmento^ (generatrices) 
MA! y A -TV , y la saperli eie de base EFGH seguii la arista ICE'. 
Los puntos {l h lo) x {!’.,, 7',), en que EE’ corta MM‘ y NN Ì son 
punìos de la intersección quo se busca. 

Para ballar otros puntos deben utilizarse otros planos auxiliares 
bu ™I»'csentaaón es dada en la figura 427, habiéndose empiendo .-u 
coniunto seis planos secantes. Los planos por E L y G, (planos limi, 
us ) mcn idualizaron cada uno dos puntos de la intersección; los otro> 
determinali cuatro cada uno, pero fueron marcados solamente aquelìos 
que, por pcrteuecer a una de las aristas, dan vértices de la intersección. 

Obleiiidos los puntos de la intersección, deben ser uni dos. Nnie- 
mos antes que por- la disposidón relativa de las bases se Irata de uri 
problema de penetración, y la intersección constara errtonces de dot 
pohgonos cernì dos distinto*, el de entrada y el de salida. 

La proyección horizontal de la intersección es dada, evidente- 
mente, por las dos porciones de traza horizontal del prisma vertical 
interceptadas por e! contorno aparente horizontal del prisma ohi iato. 

Para ballar la proyección vertical considerernos los distintos pia 
nos secantes conio posicionos sucesivas de un plano móvil que, a partir 
de una posición nudai, se desplaza paralelamente a si mismo. Ocurre 
entonc.es que, moviéndose el plano en forma continua, el primer par 
de generatrices es reeinplazado continuamente por otro y el punto 
comun a las dos generatrices ira trazando la linea de intersección de 
las dos superficie*. Mie»tras tanto, y simultaneamente, los puntos en 
que cada lina de a quel las generatrices encuentra la base respcctiva 
se moveran sobri; el contorno de esas mismas bases. 

Sea entonces E\E X la posirión inicial del ulano secante, siendo 
/== Un È) el punto de intersección inicial considera do. Como en 
esa posición el plano es limite para la sujierfide prismatica oblicua. 
tendra que desplazarse necesariamente hacia la linea de tierra E> 
punto E, ira entonces hacia ih y el punto /, hacia B,. Se detiene el 
movimiento del plano cada vez que uno de los puntos móvile.s E, 
o li comcida con un vèrtice de la case resjiectiva, o sea, cada vez 
que el plano llega a contener una arista. Esto ocurre en el instante 
en 9 ue el punto i a , comùn a las proyecciones verticales de las dos 
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lìcanuda d l ila no su movimi.'aio, el punto mòdi di- la base de 
la superficie oblicua sigue hacia G u el de la ot.ru base se acerea a B x 
y, conio aqui hay un vèrtice, el plano so detiene, be marca entonces 
corno 3 sa (3j 3 ? ) el corresjioncUenle punto de intersección. 

Reanudnda la marcha so produco la próxima paratia ai G, ma 
canuosc prunero ol cuarto punto (■/,, J,) de la mtotsecaón. Coino en 



Fig. 428 


■està posici ón el plano es limite de una de las superficies dadas, no 
puede seguir avanzando, y corno para obtener la curva de intersección 
completa debe volvijrse a la posición inicial, no queda otra alternativa 
que el rcUoceso dd plano. Elipunto móvjl de la base E x l t \G x ll l po 
dria seguir dos camino? en estepuevo movimiento: el GiH t Ei o el 
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Como mi hay inlerés cn el j>fi-ii.din 11 ki L- 
mismos puntos ya hallados de la intersección, agno el camino 

E1 otro punto móvil, cl de la base A.B^Du en cambiti, no 
puede seguir contorneando su base porque su movimienlo ilejaria r e 
ser continuo (para saltar de 4 1 a 4\). Debe. «ntouces, volver por el 
mismo camino seguido hasta ese momento. De aqui la rt g a. citano 
el plano auxiliar se vuelve limite para una de las superfici.es el movn 
que describe la base de està superficie continua desplazandose en d 
mismo sentido, mientras que el otro móvil rehace su propio ramino. 

Se llega de esto modo al punto B u donde el plano se detiene y se 
marca el correspondiente punto 5 s=- (5), 5 a ) de la intersección. ^ 
La próxima parada es en Fi v se marca cl punto 6 = -■ ,6u <’2 '• 
Se vuelve por fin a E u punto de partirla correspondiente al punto i 

de intersección. , , 

Hemos conseguido asi numerar ordenadamente ios puntos rie m 
linea de entrarla de la penetración propuesto. Basta umrlos inednnit- 
segmentos, visibles si bs dos puntos exlremns son yisibles, ìnvisibb- 
en caso contrario, pa a tener la proyección de la linea menciomula 
Para obt.ener la nnea de salida i'2'3'4'5'6' se repite el mismo pm 
cedimiento, empezando con el punto 1' {i V) y ^®y ien “ 0 f)1 '' 
mientras E se desplaza, corno antes. en el sentido EHG .... 7 i' 
haga hacia D 1 C 1 , retrocediendo cuando el plano secante se uhm 
limite de la superficie de base EFGH. 


7. —En la figura 428 se tiene otro ejemplo parecido. 

Pero la intersección se compone de un poligono umeo por traine-' 

de una mordedura. . . 

Las flechas indican el recorrido de los puntos h y Mi P ; "'' 
de termi nación de los puntos 1 , 2, 3, 4 y 5 de la mterseccion. 

Para los puntos 6, 7 y 8 el recorrido no ha sido indicarlo p- 
razones de claridad en el dibujo. 


8._La figura 429 corresponde a la ensambladura de dos p" ■ . 

de madera de sección cuadrada. La construcción es tan simp <■ 'l" 
omitimos su explicación detallada. , . 

Hay un poligono de entrada y oti'o de salida. La porcion » « ' 
poligono situada detras del plano de los ejes coincide en pro>< 1 
vertical con la porción que està delante. 

A la izquierda se ha desarrollado la parte de superficie P 111 " 
tica vertical, que se proyecta en el plano horizontal segun la 11 

da BiA\D\. . 

A In derecha se ha desarrollado la parte de superficie pn -"> " 
oblicua situada fuera de la intersección. 


9._La intersección de las superficies de dos piramides .. 

toi verdad, una reai importancia practica. Mas para que <1 I* ' ' 
jju.rda conipenetrarse en forma mas o menos completa de cuani" ■ 
oiciiie a la intersección de superficies poliédricas, considerargli" 1 - 
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.ilpillit’.-. rii'l.lllcuias bàsifOS (!<> i;iif-r.;eu>.m dit !;:■■; AlilnH'l'v'io, ,j.. 
dos jiir.inndc;, (♦). 

Ju'au enioncus Ias piramidos rcprosmtadas m !u figura 340. Una 
de base vt/JU, siluada cn e! plano borio» >1 al y vòrtice* TJ: n fra. de 
base ÌW.V. también eri el plano hocr/ontai y vòrtice V. 



Tor la disposicion relativa de las bases se ve que el problema es 
-de penetración. 

)_os pianos secantes auxiliares deben pasar (1 de estc paragrafo) 
por la recta UV. Tracemos entonces està recto y determinemos su 


(*) DeS!,B el punto de vista cientifico, el problema de la jnterseccióu de pi.., 
mides delie preceder al de la inteisocción de prisuias, pues éstos no son ano 
particularcs de aqnéllos. Pero desde el punto de vista didàttico, ir de lo là. il ,, i,, 
■d'ficil, conviene a veci» invertir ei orden de alguiios tennis parcinles de la 
-■que estai?i<i$ estutlìando. 
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tra za horizontal (Ih, Ih). tiazjis iionzonUiles de los ]>)«nss 
cantes pasaran todas por Ih y estaran comprundidas elitre las posi- 
ciones limi te s H-fii y H 1 C 1 que deteiminan el àngulo 0 indicado en 

la figura. . r , „ 

Uno cualquiera de los planos secanles, el de tra za horizontal tl x Ci» 



Pio. 430 




/ NTKRSF.CCHh\ / >F SI ’PMìh'K'.lSS 




por ojeniplo, < m la la superficie di ABC M*|...un la ansia CU y la 

do base DEC seguri las generai mas Al V v NV. 

Los punìns deierminados Ins marrad.m rumo / (/, /..) v 

4=(4u4t). ’ 


Coll sìlici andò otros plani»; secanlos niyas Ira/.,», luirizolllales pa 
seri sicmpre fior Hi y eslen dciiLm del /iugulo 0 se oneuenlr.m facil¬ 
mente olros puntos de la intersccrión. Algóri plano secante propor- 
cionara dos de esos puntos, algiin otre proporciouara cu a Irò, eri este 
ultimo caso se marcarnn solai nenie nquellos quo pcrtenecen a aristas 
de una u otra superficie, es decir, aquellos quo scran vcrtic.es de las 
lineas poligonales de la intorsrrnón. 


Obtenidos los puntos. dolimi sor unidos eri el orden evado. Se 
procede entonc.es corno en el caso de los prismas, con la diferencia de 
que el plano secante auxiliar, consi dora do móvil, en vez de desplazarso 
paralelainente a sì mismo, se dcsplaza girando nlrededor de la roda 
ZJV, es decir, de modo que la traza liorizontal gire alrededor de H 1 . 

Sca, pues, HiC i la posición inicial de la traza liorizontal del plano 
secante. Consideremos corno punto inicial el 1, es decir, en proyccción 
norizontal el l x . Los apoyos (trazas en los planos de las bases) de 
las correspondientes generatrices son C\ en la base AxB x Ci y M, en 
la p x E x F x . Iniciado el movimiento de la traza H X C X , el punto M x se 
dirige hacia D x ; el punto C x , sin salirse del plano, podria seguir dns 
caminos: el C X A X B X o el C 1 B 1 . Imaginemos que siga el segundo. En 
marcila plano y puntos, el primer vèrtice que se encuentra es el B x ; 
el plano se detiene y se marca con (2 X: J? a ) el punto de intersección 
determinado. 

La posición H X B X es una posición limite del plano secante; para 
seguir su movimiento debe entonces retroceder, es decir, girar en sei» 
lido inverso. El punto móvil de la base D X E X F X , que habia llegado a 
Pi, debe rehacer su camino en sentirlo inverso. El punto móvil de 
AiBxCi puede, en cambio, sin interrumpir la continuidad de su reco 
irido, seguir bacia A x sin cambiar, asi, de sentido. Siguiendo la mar- 
cha en estcìs condiciones se llcga al vortice A\. El plano se detiene y 
se marca con (3 x , 3 2 ) el correspondiente punto de intersección. 

^ Se reanuda la marche y se lloga a C x , cs decir, a la posición 
inicial. El punto de intersección es, pues, nuevamente el (E. lì)- 

Una de las lineas de intersección, la de salida, puede scr trazadn 
ya: es el triangulo 1 2-3. 

Para la linea de entrada se reinicia el procedimiento, erripczamio 
con el otro punto determinado por el plano secante en la posición inì- 
cial HiC\ de su traza liorizontal, cs decir, con el punto 4 , -l a ). 

Los puntos de apoyo sobre las bases de las generatrices currespon- 
diout.es son C\ y N x . 

Procediendo corno se ha heclio mas arriba se encuentra sin difi- 
cultod el poligono 4 A-6-7-8. 

En cuanto a la visìbilidad, no oividar que un segmento es visible 
cuando son visibles sns extrernos. 
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10, — Para Ja inlcrsección do la« superficie:.; de ima piramide y un 
prisma se procede en la forma indicada en el nùmero 4 de este para¬ 
grafo, es decir, trazando, conio primer paso, la recta por V (véidice 



ile la piramide) paralela a la dirección de las aristas del prisma v 
operando después en foima analoga a la de los numeros anteriore' 
Tra lese, entonces, de una piràmide de base ABC situada en 









INTEIÌSIA i •!< > V / si ’l'l 'JU 'H 7 / ,V 


i/l 


.V '' llllr ’ • }' de 'in pii lisi ,1,' bue ) )El ( ; !, I r U1 1 : < '■ 11 Min. III. 
cn el plano a, ( l'ig. 431 ). 

ii.r/adu por 1 la m:la u |..iraScia a la-; itrislas del prisma se di* 
termina su traza (//,, li..) ,1 pieno d,■ l,,s linses. 

i,OS filili l< IS scianlcs ansili, in . | ( ì :i r i. m..;iii 
4 ( omo 1<id■ >s basrs r - Lui ni e j >u r i j 1.1 j.I 
solameli lo sus Ira/.as hon/nnl.de-: iv-t.-.s pas.au l.odas por //,. 

du ponga mos (pie H 2 A, la posinoli minai do la traza bori/.;miai 

i's pmitos do intorsocdón delcrminndm 
a! pur Idniaremos punto 1 : .-r.± (i,. 1-,). 
.alio do las Iju-os. de sus corrcspnjidjeule; 


limonio, por la red.' 
ino 3 T], SO Utilizai ali 


del plana secamo. De lo 
consiilcremos uno solo de eli 
i .os apovos roóvdes sabre el 
genera Iriees, sou A-, y d/,. 

Inicmrlu e] nnivimienii 
cambi)-.. iiacia o lincia II, 
se dinyird bada !< • 


dd j.l ii;u sei aule. A, puode M-pnir da.- 
Adepti •mos ei scgundo. Idi enanlo a AJ 2 . 


■Sobre, io- do;; reconidu- eitadas el primer vèrtice (jue se cm u'-ulj 
es i i, quo pi ajior. iona el punto 2 ■ {2j, 2%) do la inìersei. rn’.u. 

ì: tisi se signe con los puntos 3 . 4 , > v / nuovamente. Se ami 
fdeta asi la linea de olii rada de la penelración, ya que de j r t: tra 
ción se tra la. 


Como se ve, la entradn està sttuada cn dos canis de lo suj■■ rijru 
prismatica. 

Para la linea de salirla se remida el movirnienlo con la me 
ma posicion micini del plano secante, poro con el segando punto. 
6*== (6i, 62), que està plano determina. Es dc-dr, sobre la base 
AiBiC 2 el punto de partida sigue siendo A, y sobre D-J'.Fs.A el 
punto de pariida e.s Ab. 

i J or razones de caindad cn el dibujo no se marcò el seuiido di 
este segando reeon ido. 

La linea de solida es el Iridnguìo 6 - 7 - 8 . situado, nalui.iln:i ii!i 
en una sola cara de la superficie prismàtici!. 

Corno eie: rido, Unga d leder el desarrobo de la superflue |,,‘.. Iet 
del prisma, dibuiando en è! los dos puìigonos de In interseedón. 
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*- siijwrfides cónicas pardon sor mnsidoradas 

de su]K'j-Jji:j«>s piramidales mando <») htimoiv» ite c«r«s lìcm 
Guanto so lin establccido para ballar la jmersprcifo de i; 
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corno li mi Ics 
(le a infinito. 
)s su] torli cies 
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de dos piràmides tiene usi su apheación en H caso de Jus mi| ieri icies 
cónicas. 

2. — Sean dos conos oblicuos cuyas bases pertenec.cn a un mismo 
plano, cl horizontal, por cjomplo (fig. 432). 

Uno es de base circular y vertice (U i, U 2 ) ; otre, de base eli plica, 
tiene el vèrtice (V u I 7 2 ). 

Queremos hallar la intersección de sus superficies. 

Para que los planos auriliares corten estas superficies seguii re età s 
(generatrices) deben contener la recta que ime los dos vérticos. Uni 
mos entonces U y V mediante una recta y determinamos su traza T 
sobre el plano de las bases. Un plano secante auxiliar malquiera, et 
a, por ejemplo, puede quedar individuai izado mediante su tra/.a sobre 
el plano de las bases y la recta UV commi a todos los planos secati l:es. 
La traza pasa, naturalmente, por T, (1 de §89), es decir, por el 
punto de convergendo.. La traza vertical no resulla necesaria por 
cuanto ninguna de las bases està situarla en cse plano. 

Procediendo en forma semejante al problema de la intersección 
de superficies poliédricas, iniciaremos la determinación de puntos de 
las bneas de intersección, fijando arbitrariamente la posición de par¬ 
tirla del plano secante, y nos detendremos alli donde conviene inarcar 
un punto de las lineas buscadas. En la primiera posición adoptada, la 
correspondiente a la traza ai, la superficie de base circular es coriaria 
seguii dos generatric.es y la de base eliptica segun una generalriz. De 
los dos puntos de intersección marcamos, para iniciar el movimiento, 
sólo el punto i ss (li, I 2 ). La próxima posición del plano a es la que 
determina una generatriz del contorno aparente vertical de la super¬ 
ficie de vèrtice U. A està posición corresponde el punto mar cado 
corno 2. 

La torcerà posición de a es la que determina una generatriz del 
contorno aparente vertical de la superficie de vèrtice V, obteniéndosc 
asi el punto 3. 

Y asi sucesivamente. 

Las flechas indican el.sentido de cada recorrido, debiendo notarse 
que las detenciones del plano a se efectuaron solamente alli donde una 
de las generatrices determinadas es del contorno aparente horizontal 
o vertical de una u otra superficie. Salvo las posiciones limites, que 
pueden no dar mia generatriz del contorno aparente. 

De cualquier modo, nada impide considerar olras paradas del 
plano secante móvil si rcsultase necosario o conveniente para obtener 
otros puntos intcrmcdios de las lineas de intersección. La tangente a 
la linea de intersección en uno de sus puntos gcucricos P^ (Pi, P-i) 
aparece en la figura 433, que reproduce las mismas superficies dadas. 
Esa tangente es la recta de intersección de los planos tangcntes en 
(lidio punto a cada una de las superficies. Y eslos planos son conoci 
dos mediante las generatrices que pasan por el punto y las traza;. 
sobre el plano de las bases, trazas que, corno se salie, son las tangente, 
a las bases en los puntos M y N, rospectriamente. La intersección d<- 



INTERSECO IO . V / >r SVi’EIÌEK 'ICS 


esas tra za s da ll u traza hoii.-uiil.il ile la i.;n- v -i■ i .'nirn.lo //, /> 

se tiene la proyección horizonlal /, de la rada pedi ila. 

Es faci! después inarcar /... 

3. — Conio caso parliculor i <is 1 i■ !i'n• 111 ■ ? : la iniorsccr.ióii ila <!, s 
superficies cónicas circulares. J.as baci-, od:ui m d lirismo ulano i!,’.! 
rizontal. (fig. 434). 

Iratandose de un caso lan cspecinl nos aparturemos un tanto del 
procedimiento seguido en el numero aritcrior. Consideremos varios 
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planos auxiliares Iiorizoutales, J ns sroimies producala 1 * cn cada su 
perfide son circunferencias, y enlonccs los puntos coirmi ics a dos 
circunferencias de un mismo plano son puntos de la intersección. 



Para obtener el punto 1 puede procederse por tanteo hasla ' | 1 “ 
las dos circunferencias producidas por el plano secante sean tali piai i< 
o, si se quiere, en forma mas rapida, utilizar conio plano seenni» » I 



/ NTEHSKCCIOA’ 1 >/-’ si '/V-. /i'/. /r/ / s 


il! 


plano vellicai que posa j,.. ; } , j , i I , j T£l( . ■<, 

de las generatrices ÀJÙ y UAis ri /. i, ;i , , )In)s dos genera- 

trices se corlan fuera de bis - e;.. !„ coir idcradas. 

kl uso de planos secantes qui (lelerininaii circunfercndas eri las 
superficies dadas resulta venta joso cumulo c'slns don secciones circu- 
Iciics parai eia s. 


4. En la figura 435 henios coxisiderado dos superficies cilindri- 
cas oblicuas cuyas bases estan en un inismo plano horizontaì. 

„ f Qr ™ a analoga al caso de dos superficies prismaticas (4 de 

’ i Pl anos . s ® canl ^ s auxiliares seran paralelos a las generatrices 
ce ambas superficies. Como printer paso se elige enl.onces un punto 
aibitrano P cerca de las superficies y se conducen por él las paralelas 
m y n a las generatrices de las dos superficies. Queda asi definido 
un plano a paralelo ci Ios auxiliares. Las trazas de éstos seràn enton- 
ces paralelas a las trazas m y a, 2 del plano et. Como en este caso las 
bases de ambas superficies estan en el mi sino plano, el horizontaì de 
proyeccion, basta considerar solamente las trazas horizontales de los 
pianos auxiliares. Uno de éstos, el (3, por ejemplo, corta la superficie 
cilindrica circular segi'm las generatrices A A' y BB\ y la cilindrica 
eupnea segun la generatriz CC', Los puntos comimes a estas genera- 
tnces son puntos de la intersección, 

. . p 1 visibilidad de cada punto se determina previamente por la 
visibilidad de las generatrices que lo determinan. Asi, las generatri¬ 
ces A A y CC', que son independientemente visibles en proyección ho- 
nzontal, dan un jjunto 10 visible en proyección horizontaì e invisible 
en proyección vertical porque sobre este plano AA' es invisible. 

El otro punto determinado, el 1, es, en cambio, invisible sobre am- 
bos planos de proyección, Los planos secantes (3 y y constituyen los 
planos limites utiles, tangente cada uno a ima de las superficies, se¬ 
cante de la otra; conviene que senn los priineros dibujados porque in¬ 
dicali en seguida la naturaleza. moi dedura en este caso, de lo inter¬ 
sección. 

Los planos secantes qne cortan una de las superficies segiin una 
generatriz del contorno aparente horizontaì o vertical darmi puntos 
situados sobre el respectivo contorno, y eri ellos la curva de intersec¬ 
ción es tangente a la correspondiente generatriz. Estos planos son 
ocho en generai. Obtenidos los puntos de intersección es necesario 
fijar el orden segun e) cual deben ser unidos. Se procede entonces 
corno en el caso de las superficies prismaticas. 

Partiendo de la posición inicial [3 del plano secante, hemos movido 
òste paratamente a si mismo, considerando el punto 1 corno primer 
punto de intersección. E! punto C, ha recorrido entonces la base a la 
cuai pertenecc segun lo indica la flecha, mientras el punto B, darla 
otro tanto sobre su respoctiva base. Las paradas del plano móvi! se 
efectuaron al llegar a las posicioncs de los planos secantes que dtenui 
puntos de la intersección. 
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120 . 


Ballar la intersección de 
las superficies cònica y 
cilindrica signientes. 



EjWiCino l'i<> 


T 



Ejsucicio 12i 





INTERSECCIÓN Or :rrr, 


**'- !?'' «kkuccion de suderei,,, ; s ,. oj ,, |lf < N 

mciks cukvas UJj!1!,kH A >-> <-<'i 


oi-Ji 1.^ 


1- U intersección de ima suprrl'ine ,| rw 
hn “ nn ' Vil «*■ obtieno determinami,, I,, " n:i 

‘-m va r.c)j, cada una de las cara-, i *■ , ./■ . s,, i’ f " 

tenei-.se on cuenta que la inter«ecciù*, [,... 1 ’* |H ' l( ' * ) ' 1 " 

curva sección, mas que la parte rum U’-t Coìl, l jre ndo, de cada 

correspondiente, excluyéndose culoJh s j° a meate a ia cani 
el plano ilimi- patkis d c curva situadas en 


t:ado de osa 
cara, 

Para evi¬ 
tar errores es 
i m p o r tante 
determinar el 
punto en que 
cada arista de 
la superficie 
polièdrica cor¬ 
ta la superfi¬ 
cie curva. 

2. — De¬ 
ter in in em os, 
por ejempio, 
la intersección 
de las superfi- 
cies de una es- ^ 
fera y de un — 
prisma recto 
exagonal (fi¬ 
gura 440). 

Et plano 
de cada cara 
corta la super¬ 
ficie es f<'cica 
seguir una rir- 
cunf cren eia. 
Està npureen 
en verdailera 
magniiud sa¬ 
bre el plano 
vertica! * dan¬ 
do la rata es 
parolaio a esc 
plano. I .a sec 


TX h'oT.l 



Ero. +10 
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ción producala por el plano (jue cmuie ne la ca ra AH B'A', por e)em- 

plo, es la circunferencia de diametro M<lN 2 = M iAY 

La circunferencia produc ida por el plano que contiene la cara 

FAA'F' tiene corno diàmetro P>Qi- En proyccción vertical aparece 
segun una elipse. Su eje menor cs KQu, obtenido mediante lineas de 
referencia por Pi y Qi- Su eje rnayor es Paia — I ìQi- 
Y asi para otros planos. 



Fio. 4-14 


Conviene pam cada olirne determinar los puntos pertenecientes 
,ì contorno a parente vertical. Los puntos del contorno aparente ver 
ti,,,} se nrovectnn borizontalmente subiti el diàmetro paratelo a fi - U 
punto i'ntnrsección de esc diàmetro con la traza PyQi del plano se 
caule <jne con tiene la cara FAA'F, es entonces la proyeccion hot i 



//v ir nsrt v vo/v /»/•: stU'KiwiClES 


Zoili,il > I * ■ lir. | n 111 1 ■ >' cu quo la clipso , < n ; e> j lUlidleitie l-'ioa ( j • • 1 1 • i ii . 

aparonlo voi in .il ilo la superficie {.'sierica. 

Sin. proycecioiies vcrticales som T 2 y T f „. 

l'.u osio problema hay pcnelrarióu, pues lodns las arisi.,:; .lo I., 
sopori ino prismatica cortan la superficie esfcrica. 

S. -lin la figura 441 heirios liallado la iuto.iseccióu do ium h 
perfide cònica y una prismatica. 



Fio. 4+2 


Las caras de frente de la superficie prismatica, parnlolas al eie de 
la superficie cònica, determinan corno secciones ,'ireos de bipórbolas. 
Para encontrar el -vòrtice de la hipérbola se ha recurrido a un plano 
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de perfil. Puntos cuaìesquiera de la sección fueron obtenidos mediante 

planos secantes horizontales. 


4, — Las imersecciones de 2 y 3 tienen aplicación, en mecanica, 
en el dibujo de las caras de las tucrcas de tornii]os y en el de cabczas 
de pemos. 



/ 

Fig. 443 


En la tnerai a chafièri «sfèrico o en la cabeza exagonal de bulón, 
representa da en la figura 4-42, el chaflàn es una porción de superficie 
«sfèrica. Las caras de brente de la tuerca o de la cabez a de bulón 
c-ortan la superficie esférica de centro (Oi, 0 2 ) y radio Oi/L seguii 




INTUlìSUCX'lON DE SUPERI 


vi-:..! .Il I '■ li 1,1'. C il - I j li * 1111 ’ i !.'( j. . 

qur, i i>:iii• jiicnios, se proyeclan ver 
bciiluii ni'.' eli (amano rea!. 

1 ,iis < ;11 ;is ialcrnlos, situa das en 
pia rms \ ei ì ic.aìes obiicuos con respoc- 
lo ,ii piami verlicnì, fi «lei -minan clip 
ses ni la fonila indicarla en el nu¬ 
mero 2 de etile paràgrafo. Marca da s 
ias porcìoncs utiles de las secciones 
planai; haìladas, resulta el trazado 
pedido. 

fi..La figura 443 da la repre 

sentanoli de una cabeza de buìón 
exagonal a cliaflan conico. Consta 
de un prisma exagonal con la base 
superi or cònica. El angulo que for¬ 
mar! ias genei'atrices dei contorno 
aparente del cono es 100° en el sis¬ 
tema mètrico decimai y 120° en el 
sistema inglés. 

Las caras del prisma coi - tari la 
superficie cònica segami hipérbolas 
que pueden determinarse por puntos. 

La parte supcrior plana de la 
cabeza del buìón corta el cono segun 
un circulo. 

Eu la practica se sustituyen los 
arcos de hipérbolas por arcos de cir¬ 
cuir ferencias. 

Asi se ha hecho en la figu¬ 
ra 444, en la cual todos los elemen¬ 
to? neccsarios para el trazado del 
buìón son deducidos dei diametro 
exterior d de los filetes. 
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i 82. IXTBRSKCCXON DE 


UFF-RFIORi} 'DE MVOUÌCION 


1. — Entre las superfides cònico s y ciKnrlricas considera das en el 
paragrafo 90 algunas eran de revoluciòn Para ha Ila r su mtcrsocaòn 
no tue necesario recurrir a métodos chstmtos de los cstahleeidos para 
las superfides cónicas y cilindricas en generai, salvo cn aiguu caso 
muy sencillo, para simplificar la construcrióm. 

Nos ocuparemos ahora dei problema de la interseccion de dos su¬ 
perfides cualesquiera de revoluciòn en aquellos casos de sol udóri 
simple e interesante, es dedr, precisando mas ras cosas, en nquolios 
casus en que Ios ejes de las dos superfides son coinddenles, o sì no 
son coincider) tes, que estén en un mi strio plano. 

Pueden establecerse a si tres casos: 1“ ejes paralelos; 2" ejes con- 
currentes; 3 ? ejes coincidentes. 


2. — Si los ejes son paralelos, utilizaremos conio super fàcies se- 
cantes auxiliares planos perpendiculares a los ejes. Las seccion.es 
produci das son circunferencias que sabemos determinar. Los even- 
tual.es puntos comunes a cada por de circunferencias son puntos de 
la jntersección. 


3. — Tratese, poi - c.jempio, de encontrar la interseccion do una 
superficie esférica y una cilindrica (fig. 445). 

Como cualquiera de los diametros de la superficie esférica pnede 
ser considera do corno eje, basta, en este problema, que los planos secali- 
tes auxiliares sean perpendiculares al eje de la superfide cilindrica. 
Las socciones producidas en està se proycctan horizontalmente scine Jo 
base; las producidas en la superficie esférica se proyectan, en cambio, 
seguii circunferencias de centro Oj. Los puntos comunes a cstas cit- 
cunferendas y a la base del cilindro son puntos de la interseccion. 

Asi, el plano a, dado por su unita traza <i 2 , pennite ballar, en I. 
forma indicada, el punto (Pi, Pa) de la interseccion en la porci.'... 
visible de la curva, y el (Qi, Qs) -, en la invisible. 

En vez de seguir hallando puntos cualesquiera conviene si empi 1 ' 
hallar los llamados puntos notables de la curva de interseccion. 

F.n primer lugar aquellos situados sobre el contorno aparente \< 1 
tical de la superficie esférica. Para esto, en vez. de rccurrir a un piami 
secante perpcndicular al eje del cilindro, se recurre con ventaja .>1 
plano que contiene el meridiano principal de la superficie eslcn. ,i 

Su unica traza es (li y corta la superficie cilindrica seguo l i 
generatrices que se proyectan sobre el plano cn. t en los puntos Aì t v A , 
y la superficie esférica segun el meridiano principal. Los puuio. 1 . <1 1 
y A 2 , en que aquellas generatrices cortan este meridiano, son 
puntos buscados. 

En segando lugar detemnnanse los puntos de la intersecriun i « 
tenecienles al contorno aparente verlical de la superl.icie cilmili' ■ 
También aqui, si se quiere, puede usarso un plano parallelo al io ■ 
de proyección: el que proyecta sobre Fi el diametro A Ai, p.n 1 1 1 1" 
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LT, de la base del cilindro. Su ùnica traza es yi, que peri ulte ballar 
sin dificultad los puntos A 3 y R 3 . 

En tercer lugar se individualizaran los puntos en los cuales la 
tangente a la curva es horizontal. Corresponden a los situados sobre 
el diàmetro E/JiOjDj. En circunl'ercncia con centro en O, y radio 
OxK x perniile haLlar la unica traza an del plano secante auxihar. Una 
linea de referencia por Ei proporciona uno de los puntos, E*, b usca- 
dos. Del mismo modo, la circunferencia con centro en Oj y radio O t Di 
determina la traza 82 de otro plano secante, grac.ias al cual se fija el 
otro pmito, Da, buscado. _ r 

Con la proyección fC de un punto generico P, con M z y A 2 sobre 
el meridiano principal de la superficie esférica (en éstos, meridiano y 
curva de intersección son tangent.es), con A 2 y Ih sobre el contorno 
aparente de la superficie cilindrica, y con E 3 y D s , en los cuales la 
tangente a la intersección es horizontal, se puede trazar pcrfectamente 
la proyección vertical de la linea de salida de la intersección. 

Por simetria puede construirse la curva de entrada. 

Conviene completar el problema Indiando la tangente a la intei- 
sección en uno de sus puntos P = (Pi, Pa) • 

La recta tangente es la intersección de los planos tangentes en ese 
punto a la superficie esférica y a la cilindrica. 

La traza horizontal 5i del plano tangente a la superficie cilindrica 
coincide con la tangente t\ a la traza de la superficie sobre el plano de 
proyección horizontal. El plano tangente a la superficie esférica puede 
ser determinado mediante las tangentes en P al paratelo y al meridiano 
que pasan por este punto. La tangente al paraleìo es la horizontal 

(4 4 ). , . , . . , 

La tangente al meridiano puede ser detcrmmada sigmendo cuai- 
quiera de los procedimientos establecidos en § 83. Sigamos el que se 
basa en la afinidad entre dos meridianos de una misma superficie de 
revolución. Se sabe que las tangentes en puntos correspondientes son 
también afines. Se traza entonces la tangente por P' 2 y se une P 2 con 
el punto Ra en que aquélla corta el eje OiOa de afinidad. I.a recta f" 
obtenida es la proyección vertical de la tangente al meridiano que pasa 
por P. Su proyección horizontal es t”. Para hallar las trazas de la 
recta t" se puede proceder corno se ha procedido siempre, pero, por 
razones de cspacio en el dibujo, consideremos un nuevo plano bori 
zontal de proyección, el horizontal que pasa por O- 2 . La traza liori 
zontal sera entonces (!/’", 77,'). Por T" dehe pasar la traza horizon 
tal del plano tangente a la superficie esférica, y corno por contener la 
recta horizontal t' debe ser paratela a se traza por T” la pai<i 
lela pi a t\. Se tiene as5 la traza del plano tangente a la superficie 
esférica. F.l punto T\, intersección de pi y 5), es entonces la prove* 
ción horizontal de la traza horizontal de la tangente a la curva d. 
intersección. Su proyección vertical es T 2 . limando 7 2 con 
tiene la tangente pedida TP<=& (7’iPj, 7h/h). 



INTMISKCCIOX 11/ :;/ ’rr.IÌFU 7 A,V 


■ ; , ■ ' ti' 1 1 11 I i I Ltll "s S Ir I t • • •! : It ; t, r i Ih ■ i 1 1 ■! ; .11 ■■ f j( '.s ( ( 111 I [I i c i ■ I 

se cori.m ■■i‘j , 1 mi unii ii varios jiat.lidiHiiiiiijii s, 1 ,h hgiica 44f> rcpn 
seni.i iltr. ■ operi ines de rcvolnnuu dudns pur mi unico eje (V,. <•■■) \ 
SLls .11 le rii! i; i il i ri | in oc ipalcs rospi-'. ; ivo.-. (_»/,, irle) y (m*, m' z ) . La HI 
tersoci imi de lus dos superimi-. <••. t I pai,lido coni un de radio ().\ 
pj'oyet liido Inn iy.olllaoiietlSi' oo l i ioni y verticalmente seguii u 

diametro 



La figura 447 ha ce ver dos aplicacioncs sencillas de està im¬ 
portante propiedad. 

5.-—Cuando debe hallarse Sa intcrsección de dos superficies cua- 
lesquiera de rcvolución. cuyos ejes se cortan, jiuede esrogerse corno 
plano vertirnl de provocción uno paralelo al plano de los dos ejes y 
conio plano horizont.nl uno perjtondi colar al de los ejes. 

En este caso el uso de planos secantes auxilinres no resulta couve 
niente, pucs no es jiostble conseguir quo un inismo plano corte las dos 
superficics darìas segò ri cirómfomtdas. Se recurre cntonces a una 
serie do superlicies osférioas auviluues co.ucéntncas, De acuerdo con 
lo establecido et) el ninnerò anterior, si una superficie esferica tiene su 
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contro eu el eje de olra superile ie tic i evulurión, 1.. iulei '•c-,ióii < s 
una circunferencia. Si entonces se toma corno centro el punto commi 
a los dos ejes, la superficie esférica consideraci;) corta rn segua una cir¬ 
cunferencia cada una de las superficies de revolución dadas. 1 ,os even¬ 
tuale. 1 ; puntos comunes a las dos eircunferencias son puntos de la in- 
tersección buscada. 

Este metodo es pràctico solamente cuando los dos ejes son para- 
lelos a uno de los planos de proyección, porquo sólo entonces las cir- 
cunferencias aludidas se proyectan sobre ese plano segnili segmentos 
de recta. 

Supongamos entonces dos elipsoides (fig. 448). El eje del uno. 
vertical; el eje del otro, oblicuo con ics pedo al plano horizontal. es pn- 
ralelo al plano vertical. Los dos ejes se encuentran eri (E u Tino 
superficie esférica auxiliar, la de radio por ejeniplo, corta la 

superficie de eje vertical seguii la circunferencia que se preveda sobre 
corno segmento A a By> y la otra superficie, seguii In ciiTunfemicia 
que se proyecta corno segmento C 2 D-, también sobre ,4 plano El 



punto M 2 commi a esos segmentos es la proyección vertical de un 
punto de la intersección. 

Como M -2 està en el paratelo proyectado horizontalmente seguii l.i 
circunferencia de centro E t y radio una linea de refcmicia per 

mite determinar M ì . El punto hallado es, pues, {M u M.>). 

Ivi misma superficie esférica individualiza un segundo punto d«- 
intersección, el (M\, M z ), invisible en proyección vertical. 

\ asi para otros puntos. 
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En proyección liorizontal no se ha representado 
y por razones de claridad, el contorno aparente de 
revolución a eje oblicuo. 


, por innecesario 
la superficie de 


®:T C ? mo 0350 particular consideremos la intersección de una 
superficie conica y otra cilindrica, ambas de revolución, siendo sus 
e]es concurrentes y perpendiculares (fig. 449 ). 

Es el caso de una chimenea troncoconica de una caldera. El punto 
V es el centro de las superficies esféricas auxiliares. 



En vez de la proyección horizontal se ha marcado està vez ci 
perlil de la s superficies. La proyección sobre el plano de perfil es el 

arco C 3 /I 3 C 3 cornuti a las dos superficies. 

Los puntos A 2 y B<> comunes a los dos contornos aparentes vo li 
rales son, evidentemente, puntos de la intersección. 

La superficie esférica tangente a la superficie cilindrica da 
puntos mas bajos C y C'. 



INTERSH.VION DE. SUPEREICWS 


H'l‘1 


5 il::. \ U K \( IHN ICS 

La uitoiseor.ioii de superficie?; tiene 1 1 ecuciile aplìcación m 
ini|i(iri.iiiles pmhlemas' praclicos. Mosiraremu : ulgunos. 

l’iHilicitdouos a la mecanica, la figura 440 Ilare ver la un àio 
de 11iiriliiidriras d<> dirimetvos dislinto.s. 



La figura 4o1 da e! detalìe de uri rodo de caiìos cilindricos, conio 
los utilizados, por ejemplo. en inslalacioncs de calefacción y ventila 
ción. En estas instalaciones se Imre r io inayor posible, pudiendo llegat 
hasta 1,5 veccs eì diametro del cilindro para disminuir la resistendo 
al paso del fluido. E1 arigulo del code es en la figura 0 -- 9()° i ,, u 
diendo, naturalmente, sor distinto. 

Iti codo consta de cu atro cilindros que se cortan sucosivanienie. 
Las seccioncs son planas (elipses). 

Las figli ras de la derccha niitoslran cònio de una cinqui ùnica 
o de un cilindro unico pueden obtetiersr los cualro tro/.os neresarios 
para e! codo. 

2. — Refineiidonos a la constnireióii, la figura 452 muesirn una 
bóveda de arista constituida, corno se salir, por la inlerse, cióu. ( |e «1 ■ 
bóvedas de superficics semi cilindri ras 










